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PRATARMĖ 


Žodis „transformacija“ jau tapo įprastas mūsų leksikoje. Visi esame 
tą žodį girdėję pamokose, pašnekesiuose ar technikos būrelio užsiėmi- 
muose. Iš tiesų, keisdami srovės įtampą, fizikai kalba apie srovės transfor- 
mavimą. Kiekvienam dviratininkui yra aiški dviračio rato „transformaci- 
ja“ į aštuoniukę. Nemažai transformacijų pavyzdžių pateikta mokykli- 
niame geometrijos vadovėlyje. Ten nurodytos transformacijos, kuriomis 
iš bet kokio trikampio galima gauti į jį panašų trikampį, taip pat transfor- 
macijos, kuriomis užrašomos įvairių figūrų simetrijos bei plokštumos 
judesiai. O ką, pavyzdžiui, reiškia „aibės transformacija“, kokias ji turi 
savybes ir kur ji taikoma, — žino ne kiekvienas. Tiesa, analogiškai figū- 
rų transformacijoms galima būtų apibrėžti ir nagrinėti taškų aibių trans- 
formacijas (juk bet kokia figūra yra taškų aibė!). Tačiau ši pastaba — 
ne išeitis iš klausimų labirinto, nes yra aibių, kurių elementai nėra taškai. 

Atsakymą į minėtuosius ir į daugelį kitų klausimų skaitytojas ras šio- 
je knygutėje. Joje jis taip pat susipažins su viena iš svarbiausių aibės trans- 
formacijų — tiesinė transformacija. Knygutėje išdėstytos tokių transfor- 
macijų savybės, nurodyti jų sąryšiai su matricomis ir lygtimis. 

Knygutei skaityti nereikia specialių matematikos žinių — užtenka 
to, kas sužinota maždaug per dešimtį metų mokykloje. Kai kas bus aišku 
tik metus akį, o kai kuriems klausimams suprasti prireiks daugiau kant- 
rybės ir atkaklumo. 

А. Matuliauskas 


$1. Aibių transformacijos 


„Moki žodį — žinai kelią“ — teigia liaudies išmintis. Beje, pastaruo- 
ju metu, kai daug kas keliauja ne tik po gimtąjį kraštą, bet ir po tolimas 
šalis, ne visada galima vadovautis šia patarle. Kai kurie turistai leidžiasi 
į kelionę po užsienio šalį nemokėdami to krašto kalbos. Tai gerokai ap- 
sunkina kelionę. Todėl jau seniai pradėta ieškoti būdų „kalbos barjerui“ 
įveikti. Vienas mūsų respublikos akademikas vyko į matematikų kongre- 
są Budapešte. Kadangi vengrų kalbos jis nemokėjo, tai kartu su trau- 
kinio bilietu gavo raštelį, kuriame vengriškai buvo užrašytas prašymas 
padėti raštelio pateikėjui pasiekti Budapeštą. Be abejo, raštelis geriau ne- 
gu nieko. Tačiau tai — ne išeitis. 

Efektyvi pagalba užsienio turistams, aišku, ir visiems kitiems kelei- 
viams yra vaizdinė informacija. 

Štai, sakykime, jūs esate toks kalbos nemokantis turistas ir norite pa- 
sidėti lagaminą geležinkelio stoties saugojimo kameroje. Tik kaip ją ras- 
ti? Būtų geriausia, jei stotyje pamatytute informacijos skydą, kuriame 
pavaizduotas lagaminas (taip priimta Žymėti saugojimo kamerą), o šalia 
nupiešta rodyklė, rodanti, kuria kryptimi reikia citi. Visiems lengvai su- 
prantami ir kiti paslaugų žymėjimai: voku žymimas paštas, raudonu 
kryželiu — medicinos punktas, garuojančiu puodeliu — bufetas... 

Aišku, vaizdinė informacija pasiekia tikslą tik tada, kai kiekvienas 
paveiksliukas tikrai atitinka tam tikrą paslaugą. Matematikas pasakytų: 
paveiksliukui vienareikšmiškai priskiriama paslauga. 

Panašių atitikmenų gyvenime rastume daugybę. Stai dar keletas pa- 
vyzdžių. 

— Alio! Autobusų stoties informacija? Prašyčiau pasakyti, kiek kai- 
nuoja bilietas į Joniškį. 

— Į Onuškį? 

— Ne! Į Joniškį! 

— І Rokiškį? Jus blogai girdžiu. Pakartokite miesto pavadinimą 
paraidžiui. 

— Jonas, Ona, Neringa, Ignas, Šarūnas, Kostas, Ignas, Simas. 

Miesto pavadinimas pasidarė aiškus. Priskyrę kiekvienai jo raidei 
ta raide prasidedantį vardą, atsakėme į informatorės klausimą. 

Vidurinės mokyklos konkrečioje klasėje kiekvieno dalyko moko vie- 
nas mokytojas. Todėl mokomajam dalykui galima vienareikšmiškai pri- 
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skirti to dalyko mokytoją: sakysime, pamokų tvarkaraštyje prie kiekvie- 
nos pamokos užrašoma mokytojo pavardė. 

Laikančių egzaminą mokinių Žinios vertinamos pažymiais, rašomais 
egzaminų žiniaraštyje. Remiantis tuo žiniaraščiu, kiekvienam mokiniui 
priskiriamas atitinkamas pažymys. 

Visas minėtas situacijas matematiškai galima aprašyti tuo pačiu mode- 
liu. Nagrinéjamos dvi aibės, kurių elementai susiję šitaip: kiekvienam pir- 
mosios aibės elementui yra priskirtas vienintelis antrosios aibės elemen- 
tas (paveiksliukui — paslauga, raidei — vardas, pamokai — mokytojas, 
mokiniui — pažymys). 

Kiekvienu konkrečiu atveju skiriasi pačios aibės ir priskyrimo taisyk- 
lės. Štai apie jas, apie kai kurias priskyrimo taisykles, ir kalbėsime šioje 
knygelėje. Kalbėsime matematikos kalba, matematikos sąvokomis, nes 
toji kalba — glausciausia ir universaliausia: kiekvienas matematinis 
modelis, matematikos operacija tinka daugeliui situacijų, daugeliui įvai- 
riausių uždavinių. 

Taisyklė 5, pagal kurią kiekvienam aibės A elementui yra priskirtas 
vienintelis aibės B elementas, vadinama aibės A atvaizdžiu aibėje B ir rašo- 
ma «f: А->В. 

Pateiktuose pavyzdžiuose A buvo paveiksliukų, raidžių, pamokų ar- 
ba mokinių aibė, o B — paslaugų, vardų, mokytojų arba pažymių aibė. 

Aibé A vadinama atvaizdžio .Z: A >В apibrėžimo sritimi. 

Nors pavyzdžiuose nurodytų atvaizdžių apibrėžimo sritys labai skiriasi, 
visas jas jungia bendra savybė: kiekvienam atvaizdžio apibrėžimo srities 
elementui yra priskirtas vienintelis aibės elementas. 

Jei atvaizdZiu . elementui acA priskiriamas elementas bcB, tai sakoma, 
kad iuo atvaizdžiu elementas a atvaizduojamas į elementa b. Elementas 
a vadinamas elemento b pirmvaizdžiu, o elementas b — elemento a vaizdu. 


AtvaizdZiu > gautą elemento а vaizdą žymėsime ах. Moksleiviams 
šis užrašas gal kiek neįprastas. Matematikos pamokose paprastai rašoma 
f (x), g (x), P (x) ir pan., t. y. suskliaustas argumentas rašomas po funkci- 
jos simbolio. Čia gi, atvirkščiai: elementas rašomas prieš atvaizdZio sim- 
bolį ir be skliaustelių. Nerašant skliaustelių, sutaupoma vietos, nes skir- 
tingų šriftų raidėmis pažymėtų atvaizdžių ir aibės elementų negalima supai- 
nioti. Aibės elementą galima rašyti ir po atvaizdžio simbolio, tačiau tada 
atvaizdžių .Z ir Я kompoziciją (atvaizdį, gautą paeiliui atlikus atvaiz- 
džius . ir 2) reikėtų žymėti Z., o tai prieštarautų įprastinei skaitymo 
tvarkai: iš kairės į dešinę. 

Dažniausiai atvaizdis aprašomas lygybėmis, siejančiomis elementą su 
jo vaizdu. Pavyzdžiui, iš lygybės 


n—k, Ка K<N, 


kd = | 
I п+ Ка k»n, 


kurios n — fiksuotas natūrinis, o k — bet koks natūrinis skaičius, gauna- 
mas natūrinių skaičių aibės atvaizdis < neneigiamų sveikųjų skaičių ai- 
béje. Kai 1<k<n, skaičiaus А vaizdas randamas iš formulės АЯ =п – k, 
о kai k>n, — iš formulės k =k +n. 

Pateiktuosiuose pavyzdžiuose elementai ir jų vaizdai priklausė skirtin- 
goms aibėms. Atvaizdžio apibrėžime ši savybė nepaminėta, todėl galima 
nagrinėti ir aibės atvaizdžius joje pačioje. 

Krepšinio mėgėjams turbūt yra tekę stebėti šitokią krepšininkų treni- 
ruote prieš rungtynes. Du krepšininkai (P su kamuoliu ir О) atsistoja prie 
krepšio stovo, o kiti krepšininkai (R, S ir T) išsirikiuoja cilute toliau nuo 
stovo (1 pav.). Krepšininkas P meta kamuolį krepšininkui R ir nubėga į 
eilutės galą (atsistoja už krepšininko 7). Krepšininkas R meta kamuolį į 
krepšį ir atsistoja už krepšininko Q, kuris sugauna krintantį kamuolį ir 
meta jį krepšininkui S. Po to krepšininkas O atsistoja eilutės gale (už 
krepšininko P), o krepšininkas S meta kamuolį į krepšį ir t. t. Tvarką, ku- 
ria krepšininkai prie stovo perduoda kamuolį kitiems krepšininkams, 
galima parodyti šitokia schema: 


P—R, О->5, R-T, S— Р, T-0,... (1) 


Remiantis atvaizdžio apibrėžimu, (1) taisyklė yra aibės (P; О; К; S; T) 
atvaizdis joje pačioje. 


© O 6 " 
O и | 
(т) M 


1 pav. 2 pav. 


Yra ir grynai matematinio turinio atvaizdžių, turinčių panašią savybę. 
Pavyzdžiui, priskyrę kiekvienam natūriniam skaičiui jo kvadratą, gauna- 
me natūrinių skaičių aibės atvaizdį joje pačioje, o kiekvienam plokštumos 
taškui M priskyrę tos plokštumos tašką M', simetrišką plokštumos tiesės 
I atžvilgiu (2 pav.), gauname nagrinėjamos plokštumos atvaizdį joje pa- 
čioje. 

Aibės atvaizdis joje pačioje vadinamas tos aibės transformacija. 

Kitaip sakant, aibės transformacija yra taisyklė, pagal kurią kiekvie- 
nam aibės elementui vienareikšmiškai priskiriamas tam tikras tos pačios 
aibės clementas. 

Pateiktieji pavyzdžiai rodo, kad matematikoje pasitaiko ir baigtinių, 
ir begalinių aibių transformacijų. Be to, kai kurių aibių elementų vaizdai 
uždengia visą aibę, o kai kurių — sudaro poaibį, nesutampantį su visa aibe. 


Uždaviniai 
1. Ar šios funkcijos yra natūrinių skaičių aibės transformacijos: 
a) yx2x! 5x —3; b) y«12x—5|—-i3—-x ; 


Ух y x41 ms 


Ats. a) Taip; b) ne; c) taip. 
2. Su kuriomis sveikosiomis k reikšmėmis funkcija 


y=ka*+kx+1 


yra natūrinių d aibés transformacija? 

Ats. k=0; 1; 2; 3;. 

3. Su саа, racionaliosiomis parametro k reikšmėmis racionaliuju skaičių aibės 
transformacija „57, apibrėžta lygybe 


( k'+Kk+2a 


estu ard kai aZ —3, 
2, kai а= —3, 
уга natūrinių skaičių aibės transformacija? 

Ats. k= —3; 2 

4. Funkcija 


у= —0,5x2+ 0,5х + 2 
уга netuščiojo natūrinių skaičių aibės poaibio transformacija. Raskite tą poaibį. 


Ats. (1; 21. 
5. Sveikuju skaičių aibės transformacija „ yra apibrėžta lygybe 


2k, kai k — sveikasis neneigiamas skaičius, 
k. =! —k, kai k — nelyginis neigiamasis skaičius, 
k|2, kai k — lyginis neigiamasis skaičius. 


Užrašykite sveikųjų skaičių k, tenkinančių sąlygą —6<k<3, vaizdus. 

Ats. —3; —2; —1; 0; i; 2; 3; 

6. Sakykime, Á — trikampių aibés transformacija, kuria trikampiui su krašti- 
némis а, b, с yra priskiriamas trikampis su kraštinėmis a'—(a--5b2, b'=(b6+-c)/2, 
c'=(c4+a)/2. Raskite trikampio su kraštinėmis а’=с’=3, b' —4 pirmvaizdzio kraštines. 

Ats. a—2, b=c=4. 

7. Kiek yra aibės (a; b; c; dj transformacijų, kuriomis: a) bent vienas tos aibės 
elementas keičiamas juo pačiu; b) du tos aibės elementai keičiami jais pačiais; c) kick- 
vienas tos aibės elementas keičiamas kitu clementu? 

Ats. a) 175; b) 54; c) 81. 


52. Vektorinės erdvės 


Kiekvienas bent kiek matematikos „ragavęs“ pilietis girdėjo apie tie- 
sinių lygčių sistemas. Moksleiviai, pavyzdžiui, moka tokias sistemas už- 
rašyti ir paprasčiausias iš jų išspręsti. Aukštosios matematikos kurse na- 
grinėjami tiesinių lygčių sistemų sprendimo metodai; kai kurie iš jų taikomi 
sprendžiant uždavinius ESM. Tiesinių lygčių sistemos ypač domina galvo- 
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sūkių mėgėjus. Mat vos ne pusę populiariuose žurnaluose spausdinamų 
galvosūkių galima išspręsti sudarius atitinkamas tiesinių lygčių sistemas. 
Tačiau tik nedaugelis žino dar vieną tiesinių lygčių sistemų savybę, apie 
kurią dabar ir kalbésime. 

Sakykime, reikia išspręsti dviejų tiesinių lygčių su dviem kintamaisiais 
sistemą 


3x+4y=18, , 
| @) 


4x —3y- — I. 
Kitaip tariant, reikia rasti kintamųjų x ir y reikšmes, verčiančias daugia- 
narius 
f(x, y)=3x4+4y- 18, (2) 
g(x, y)=4x—-3y+1 (3) 
nuliais. 


Imkime du bet kokius realiuosius skaičius а, b ir sudarykime daugia- 
narį 


af (x, y) +bg (x, у) =a (3x+ 4y— 18) + b (Ax — 3y + 1). (4) 


Jei su tam tikromis kintamųjų x, y reikšmėmis daugianariai f (x, y) ir g (x, y) 
lygūs nuliui, tai su tomis pačiomis kintamųjų reikšmėmis lygus nuliui ir 
(4) daugianaris. Remiantis šia savybe, pastarąjį daugianarį galima pertvar- 
kyti į tokį, iš kurio lengva apskaičiuoti kintamųjų x ir y reikšmes, verčian- 
čias (2) ir (3) daugianarius nuliais. Iš tiesų, paėmę (4) lygybėje а=3, b=4 ir 
а=4, b= —3, gauname dvi lygybės: 


3f (x, y) + 4g (x, y) = 25x — 50, 
4f (x, у) — 3g (x, у)= 25у — 75. 


Bet К uris (1) lygčių sistemos sprendinys turi versti daugianarius 25x — 50 
ir 25y —75 nuliais. Todėl tas sprendinys turi tenkinti lygčių sistema 


25x—50=0, 
| 25y — 75 —0. 
[5 jos randame: 
xed4. guess. (5) 


Kadangi 3-24+4 -3=18ir 4 : 2—3 - 3= — 1, tai (5) kintamųjų reikšmės 
yra (1) lygčių sistemos sprendinys. 

Minétoji daugianarių f(x, y) ir g (x, y) savybė tinka ir didesniam dau- 
gianarių su keliais kintamaisiais skaičiui. 
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Raide M pažymėkime aibę visų # (1 > 2) kintamųjų daugianarių su re- 
aliaisiais koeficientais, lygių nuliui su tam tikromis kintamųjų reikšmėmis. 
Tokių daugianarių sumos bei jų sandaugos su realiaisiais skaičiais yra dau- 
gianariai, lygūs nuliui su tomis pačiomis kintamųjų reikšmėmis. Todėl 
aibės M elementų sumos bei jų sandaugos su realiaisiais skaičiais priklau- 
so tai aibei. Pastaroji aibės M savybė primena „baseino taisyklę“: ką be- 
darysi į baseiną įpuolęs — plaukiosi, nardysi ar taškysies — iš baseino 
visada išlipsi šlapias. 

Sudėties ir daugybos iš skaičių veiksmus (operacijas) galima atlikti ir 
kai kuriose kitose aibėse. Pavyzdžiui, lyginių skaičių aibėje galima sudėtis 
ir daugyba iš sveikųjų skaičių, o tiesės atkarpų aibėje — sudėtis ir daugyba 
iš natūrinių skaičių. 

Pradėjus tirti aibes su sudėties ir daugybos iš skaičių veiksmais, paaiš- 
kėjo, jog tų aibių savybės labai priklauso nuo elementų daugiklių savybių, 
ypač nuo to, kokius veiksmus galima atlikti su elementų daugikliais. Dau- 
giklių aibės gali skirtis viena nuo kitos Jose atliekamų veiksmų skaičiumi. 
Pavyzdžiui, daugiklius iš natūrinių skaičių aibės galima sudėti ir dauginti, 
daugiklius iš sveikųjų skaičių aibės — sudėti, atimti ir dauginti, o daugik- 
lius iš racionaliųjų skaičių aibės — sudėti, atimti, dauginti ir dalyti iš ne 
nulio. Optimalus veiksmų daugiklių aibėje skaičius nustatomas nagrinė- 
jant taikymus. Pasirodo, daugiausia taikomos tos aibės, su kurių elementų 
daugikliais galima atlikti keturis aritmetikos veiksmus (sudėtį, atimtį, 
daugybą ir dalybą iš ne nulio). 

Begalinė skaičių aibė, kurioje galima atlikti keturis aritmetikos veiks- 
mus, vadinama skaičių kūnu. Racionaliyju skaičių aibė ir realiųjų skaičių 
aibė yra skaičių kūnų pavyzdžiai. 

Pastaba. Aukštojoje algebroje nagrinėjamų skaičių kūnų kai kurie elementai gali 
ir nebūti realieji skaičiai. 

Taigi aibių su sudėties ir daugybos iš skaičių veiksmais elementų dau- 
gikliai turėtų sudaryti skaičių kūnus. Tiriant tokias aibes toliau, paaiškėjo, 
jog daugumai iš jų tinka šitoks apibrėžimas. 

Netuščia aibė V vadinama vektorinė erdve virš skaičių kūno K, kai yra 
teisingos Šios aksiomos: 

1) aibėje V yra apibrėžta operacija, kurią vadinsime sudėtimi, t. v. kiek- 
vieną aibės V elementų porą u ir v atitinka tam tikras tos aibės elementas, 
žymimas u+v ir vadinamas elementų а ir v зима; 

2) sudėtis aibėje V yra asociatyvi, t. y. su bet kuriuo aibės V elementų 
trejetu u, v, w teisinga lygybė 


(u + V) + Ww =u + (Y + w): 
3) sudėtis aibėje V yra komutatyvi, t. y. su bet kuria aibės V elementu 
pora и, v teisinga lygybė 
u+v=v+u; 


4) aibėje V galima atimtis, t. y. kartu su kiekviena aibės V elementų 
pora u, v tai aibei priklauso elementas x, tenkinantis lygybę 


u+x=V; 


5) apibrėžta aibės V elementų daugyba iš skaičių kūno K elementų, 
t. y. kiekvieną skaičių kūno K elementą a ir kiekvieną aibės V elementą 
u atitinka tam tikras tos aibės elementas, žymimas au ir vadinamas skai- 
čiaus a ir aibės V elemento u sandauga; 

6) aibės V elementų daugyba iš skaičių kūno K elementų yra asociatyvi, 
t. y. bet kurį aibės V elementą u su bet kuria skaičių kūno K elementų pora 
a, b sieja lygybė 

(ab) u — a (bu); 


7) aibės V elementų daugyba iš skaičių kūno К elementu yra distributyvi 
sudėties aibėje V atžvilgiu, t. y. su kiekviena aibės V elementų pora u, v ir 
su kiekvienu skaičių kūno А elementu a teisinga lygybė 


a (u -- V) = au-- ау; 


8) aibės V elementų daugyba iš skaičių kūno K elementų yra distributyvi 
sudėties kune K atžvilgiu, t. y. su kiekviena skaičių kūno К elementų pora 
a, b ir su kiekvienu aibės V elementu u teisinga lygybė 


(a--b)u-au- bu; 


9) aibėje V galioja vieneto panaikinimo dėsnis, t. y. su kiekvienu aibės 
V elementu u teisinga lygybė 


čia 1 — skaičių kūno K vienetas. 

Vektorinės erdvės V elementai vadinami vektoriais, o skaičių kūno K 
elementai — skaliarais. Trumpumo dėlei vektorinė erdvė virš realiųjų 
skaičių kūno vadinama realią ja vektorinė erdve, o vektorinė erdvė virš ra- 
cionaliųjų skaičių kūno — racionaliqja vektorine erdve. 

Gali kilti klausimas, ar ne per daug aksiomų pateikta vektorinės erd- 
vės apibrėžime. Norėdami į jį atsakyti, prisiminkime bet kurią teoremą. 
Kuo mažiau savybių išvardyta jos prielaidoje, tuo mažiau savybių galima 
įrodyti remiantis ta prielaida. Pavyzdžiui, negalima įrodyti, kad lygiagre- 
tainio įstrižainės yra tarpusavyje statmenos, jei tas lygiagretainis nėra rom- 
bas. Kita vertus, kai aksiomų daug, sunkiau jas įsiminti, taip pat mažiau 
yra ir objektų, tenkinančių tas aksiomas. Vektorinės erdvės apibrėžime pa- 
teiktas optimalus aksiomų skaičius: aksiomų vra ne per daug. bet ir ne per 
mažai. 

Kokias išvadas galima padaryti peržvelgus vektorinės erdvės aksiomas ? 

Pirmosiomis keturiomis aksiomomis aprašytos vektorių sudėties sa- 
vybės, o penkios kitos aksiomos skirtos vektorių daugybai iš skaliarų bet 
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jos sąryšiams su vektorių sudėtimi apibūdinti. 1 ir 5 aksiomomis yra api- 
brėžtos vektorių sudėties bei jų daugybos iš skaliarų operacijos, 2—4 ak- 
siomomis reikalaujama, kad vektorių sudėčiai tiktų įprastinės skaičių su- 
dėties taisyklės. 6 aksioma nurodoma, kaip vektorių dauginti iš dviejų ska- 
liarų sandaugos, o 7 ir 8 aksiomos yra vektorių daugybos iš skaliarų „at- 
skliautimo dėsniai“. Paskutine aksioma išreikštas akivaizdus reikalavimas: 
kiekvieno vektoriaus ir skaliaro 1 sandauga turi būti lygi tam vektoriui. 
Ją išbraukus, kitos vektorinės erdvės aksiomos būtų teisingos ir tokioje 
»Vektorinéje erdvėje“, kurios kiekvieno vektoriaus ir bet kurio skaliaro 
sandauga lygi iš anksto pasirinktam vektoriui r, tenkinančiam lygybę r+ 
+r=r. Remiantis 9 aksioma, šis „neidomus“ atvejis nenagrinéjamas. 

Įrodysime keletą vektorinės erdvės virš skaičių kūno savybių. 

1 teorema. Kiekvienai vektorinei erdvei priklauso vektorius, kurio 
suma su bet kuriuo tos erdvės vektoriumi u lygi vektoriui u. 

Įrodymas. Iš 4 aksiomos išplaukia, kad vektorinei erdvei kartu su 
kiekvienu jos vektoriumi a priklauso vektorius x, tenkinantis lygybę a +x = 
=a. Jei и — bet koks vektorinės erdvės vektorius, tai pagal tą pačią aksio- 
mą vektorinei erdvei priklauso ir vektorius y, kurio suma su vektoriumi а 
lygi vektoriui u: a+y=u. Iš čia 


u+x=(a4y)+>x=a+(v+x)=a+(x4+y)=(a+x)+y=a+y=u. 
Vadinasi, vektorius x turi teoremoje nurodytą savybę. 
Vektorinės erdvės vektorius x, su kiekvienu tos erdvės vektoriumi u 
tenkinantis lygybę 
u+x=u, (6) 
vadinamas nuliniu vektoriumi. 
2 teorema. Vektorinéje erdvėje yra tik vienas nulinis vektorius. 
Įrodymas. Sakykime, x ir х’ — du nuliniai vektorinės erdvės vekio- 
riai. Tada su kiekvienu tos erdvės vektoriumi u yra teisinga (6) formulė ir 
lygybė 
u+x' =u. (7) 
Paėmę (6) lygybéje u-x', o (7) lygybėje u=x, gauname 
X -X-—X', хх’ =X. 
Iš čia išplaukia 
x =X ххх = x, 
Taigi vektorinėje erdvėje yra tik vienas nulinis vektorius. 


Vektorinės erdvės nulinį vektorių žymėsime 0. 
3 teorema. Su kiekvienu vektorinės erdvės vektoriumi a lygtis 


a+x=0 (8) 


turi vienintelę šaknį toje erdvėje. 
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[rodymas. Remiantis 4 aksioma, vektorinei erdvei kartu su bet ko- 
kiu jos vektoriumi a priklauso ir vektorius x, tenkinantis (8) lygtį. Jei ta 
lygtis turėtų vektorinėje erdvėje dar bent vieną šaknį y, tai būtų teisinga 
lygybė 

а+у=0. (9) 


Pridéje prie (8) lygybės abiejų pusių po vektorių y, o prie (9) lygybės abiejų 
pusių — po vektorių x, gautume 


(ах) +у=О+у=у, (a+y)+x=0+x=x, 
Kadangi 
(ах) +у=а+ (х-+ у) =а+ (у+х) = (а+у) +х, 


tai X—y. 

Vienintelė (8) lygties šaknis žymima — a ir vadinama vektoriui a prie- 
Šingu vektoriumi. Taigi vektoriui a priešingas vektorius —a (ir tiktai jis) 
tenkina lygybę 

a+(-a)-0. 


4 teorema. Atimtis vektorinėje erdvėje yra vienareikšmiška. 

Įrodymas. Jei atimtis vektorinėje erdvėje būtų nevienareikšmiška, 
tai bent vienai tos erdvės vektorių porai u, v rastume toje erdvėje nelygius 
vektorius x ir y, tenkinančius lygybes u+x=v ir u+y= v. Pridėję prie tų 
lygybių kiekvienos pusės po vektorių —u, gautume dvi lygybes — u+ (u+ 
+x)= —u+v, —u+(u+y)= —u+ v, iš kurių pagal vektorinės erdvės 3 
aksiomą ir priešingo vektoriaus savybę išplauktų x= —u+v, у= —u- v. 
Iš čia x= y, todėl įrodymo prielaida yra neteisinga. Vadinasi, atimtis vek- 
torinėje erdvėje уга vienareikšmiška. 

Vektorių —u ir у suma žymima v—u ir vadinama vektorių v ir u skir- 
tumu. 

5 teorema. Nulio ir bet kurio vektorinés erdvés vektoriaus sandauga 
lygi nuliniam vektoriui. 

Įrodymas. Imkime bet kurį vektorinės erdvės vektorių и. Remiantis 
vektorinės erdvės 8 ir 9 aksiomomis, 


и = ш= (1+0) и = lu + ди =и + 0u. 


Todėl би=0. 

6 teorema. Bet kokio skaliaro ir nulinio vektoriaus sandauga lygi 
nuliniam vektoriui. 

Irodymas. Sudarykime bet kokio skaliaro c ir nulinio vektoriaus 
0 sandaugą c0. Kadangi su kiekvienu vektorinės erdvės vektoriumi u 
yra teisinga lygybė u+0=u, tai c (u+0)=cu. Pritaikę vektorinės erdvės 
7 aksiomą, gauname c (u+0)=cu+c0. Iš čia išplaukia со + сд = си. To- 
dėl c0=0. 
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Pateiksime vektorinių erdvių pavyzdžių, 
1. Plokštumos vektorių erdvė. Geometriniu vektoriumi vadinama kryp- 
tinė atkarpa. Jei kryptinės atkarpos АВ kryptis yra iš taško А į tašką B, 


— 
tai ta atkarpa apibrėžtas geometrinis vektorius žymimas АВ (3 pav.). 


55 
Taškas А vadinamas geometrinio vektoriaus АВ pradžia, o taškas B — jo 
galu. Geometrinio vektoriaus kryptis yra iš jo pradžios į galą. 
Geometrinis vektorius, kurio pradžia sutampa su galu, vadinamas 
nuliniu ir žymimas 0. | 
Kai geometrinio vektoriaus pradžią nebūtina nurodyti, jis Zymimas 
viena pusjuodžio šrifto mažąja raide. Pavyzdžiui, a, b, c, ... 


B E d Pp 
pd LAT 
А 
3 pav. 4 pav. 


Geometrinio vektoriaus ilgiu vadinamas 1ą vektorių apibrėžiančios kryp- 
tinės atkarpos ilgis. 

— 

Geometrinio vektoriaus ilgis žymimas modulio ženklu. Taigi | АВ | 

— 
уга geometrinio vektoriaus АВ ilgis, 'а | — geometrinio vektoriaus а ilgis. 

Geometrinis vektorius, kurio ilgis lygus |, vadinamas vienetiniu. 

Geometriniai vektoriai vadinami kolineariaisiais. kai Jie yra vienoje 
tiesėje arba lygiagrečiosiose tiesėse. 

4 paveiksle pavaizduoti keturi kolinearieji geometriniai vektoriai. Du 
iš ju (a ir b) yra vienoje tiesėje. Geometriniai vektoriai a, с ir d (taip pat 
b, < ir d) yra lygiagrečiosiose tiesėse. 

Geometriniai vektoriai u іг v vadinami lygiais ir rašoma u= v, kai jie 
yra vienodo ilgio ir tos pačios krypties. 

Iš 4 paveiksle pavaizduotų keturių geometrinių vektorių lygūs yra 
tik du: a ir c. 

Remiantis geometrinių vektorių lygumo apibrėžimu, kiekvieną geomet- 
rinį vektorių galima pakeisti jam lygiu geometriniu vektoriumi, kurio pra- 
džia yra fiksuotame taške. Todėl toliau nagrinėsime tik bendrą pradžią 
(tašką O) turinčius geometrinius vektorius. 

Per tašką O nubrėžkime kokią nors plokštumą. Geometriniai vektoriai, 
priklausantys nubréztajai plokštumai, vadinami plokštumos vektoriais, 
o tų vektorių aibė — plokštumos vektorių aibe. 

Plokštumos vektorių aibėje apibrėžiami du veiksmai: sudėtis ir daugy- 
ba iš realiųjų skaičių. 
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— — 
Plokštumos vektorių OA ir OB suma vadinama lygiagretainio OACB 


— — -> 
istrižainė OC, kai dvi to lygiagretainio kraštinės yra OA ir OB (5 pav.). 

Dviejų plokštumos vektorių suma nepriklauso nuo dėmenų tvarkos, o 
trijų plokštumos vektorių suma — nuo veiksmų tvarkos. Plokštumos 


vektorių aibėje galima atimtis: pior stumog vektorių OA ir OB skirtumas 
yra lygiagretainio OBAC kraštinė OC, kai to lygiagretainio kita kraštinė 


yra OB, о įstrižainė — "y (6 pav.). Vadinasi, plokštumos vektorių aibėje 
teisingos pirmosios keturios vektorinės erdvės aksiomos. 


5 pav. 6 pav. 7 pav. 


Plokštumos vektoriaus a ir realiojo skaičiaus c sandauga yra tos plokš- 
1umos vektorius ca, kurio ilgis lygus у с | ; a [, o kryptis sutampa su a kryp- 
timi, kai c >Q ir a#0, ir yra priešinga a krypčiai, kai << O ir a*0 (7 pav.). 

Plokštumos vektorių daugyba iš realiųjų skaičių yra asociatyvi. Jei 
kelių plokštumos vektorių, padaugintų iš realiųjų skaičių, sumos visi dėme- 
nys turi bendrą daugiklį, tai jį galima iškelti prieš skliaustus. Skaičiaus 1 ir 
bet kokio plokštumos vektoriaus sandauga lygi tam plokštumos vektoriui, 
todėl plokštumos vektorių aibėje galioja ir paskutinės penkios vektorinės 
erdvės aksiomos. Taigi plokštumos vektorių aibė yra realioji vektorinė 
erdvė. Iš čia išplaukia, jog plokštumos vektorius galima vadinti tiesiog vek- 
toriais; taip ir daroma mokykliniame geometrijos vadovėlyje. 

Realiąją vektorinę erdvę, sudarytą iš fiksuotos plokštumos vektorių, 
toliau vadinsime plokštumos vektorių erdve. 

2. Racionalioji vektorinė erdvė О. [х]. Nagrinėsime kintamojo x пе 
aukštesnio kaip antrojo laipsnio daugianarius su racionaliaisiais koeficien- 
tais. Dviejų tokių daugianarių ах? + bx +cir a,x2+ b;,x+ c, suma yra daugia- 
naris (d--d4) x*-F(b-- b4) x --c--c,, o daugianario ax?-F bx 4-c ir raciona- 
liojo skaičiaus г sandauga — daugianaris (ra) х?-+ (rb) x - rc. I$ algebros 
kurso žinome, kad daugianarių sudėtis yra komutatyvi ir asociatyvi. Dvie- 
jų daugianarių skirtumas yra daugianaris, kurio koeficientai lygūs atitin- 
kamu turinio ir atėminio koeficientų skirtumams. Daugianario daugyba iš 
dviejų racionaliųjų skaičių sandaugos yra asociatyvi, o daugianario daugy- 
bai iš racionaliųjų skaičių sumos bei daugianarių sumos daugybai 1$ racio- 
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naliojo skaičiaus tinka atskliautimo taisyklės. Kadangi kiekvienas daugia- 
naris ax?+bx+c su racionaliaisiais koeficientais tenkina lygybę 


1 (ax? + bx + c) = ax* + bx + c, 


tai kintamojo x ne aukštesnio kaip antrojo laipsnio daugianariai su racio- 
naliaisiais koeficientais daugianarių sudėties bei jų daugybos iš racionaliųjų 
skaičių atžvilgiu sudaro racionaliąją vektorinę erdvę. Toliau šią erdvę Zy- 
mésime О, [x]. 

3. Aritmetiné erdvė R*. Skaičių ketvertu vadinamas keturių realiųjų 
skaičių rinkinys (a, b, c, d), o jį sudarantys skaičiai a, b, c, d — to ketverto 
komponentais. Du skaičių ketvertai laikomi /ygiais tada ir tik tada, kai jų 
atitinkami komponentai yra lygūs. Skaičių ketvertų sudėtis bei jų daugyba 
iš realiųjų skaičių apibrėžiamos lygybėmis 


(а, b, с, d) (a, by, с, d) 2 (ata, bb, eve ded, (10) 
К (а, b, c, d)=(ka, kb, kc, kd); (11) 


čia d, ay, b, b,, с, су, d. d, ir k — bet kokie realieji skaičiai. 

Skaičių ketvertų sudėtis yra komutatyvi ir asociatyvi, nes tokia yra 
realiųjų skaičių sudėtis. Iš (10) formulės išplaukia, kad skaičių ketvertų 
skirtumas yra skaičių ketvertas, kurio komponentai lygūs turinio ir atėmi- 
nio atitinkamų komponentų skirtumams. Todėl skaičių ketvertų aibėje 
galima atimtis. Vadinasi, skaičių ketvertų sudėtis tenkina keturias pir- 
mąsias vektorinės erdvės aksiomas. 

Įrodysime, kad skaičių ketvertų daugyba iš realiųjų skaičių tenkina 
keturias paskutines vektorinės erdvės aksiomas. Jei (a, b, c, d) и (a,, b,, 
c,, dj) — bet kokie skaičių ketvertai, o k ir / — bet kokie realieji skaičiai, 
tai 


(kI)(a, b, с, d) = (Ка, (КОБ, (kl)e, (kd) 
= (k (la), k (Ib, k(Ic), k (Id))= к(а, Ib, Ie, Id) - k(I(a, b, c, d)), 
k((a, b, c, 4) + (d, b, с, d)) k(a a, bb, eve, d+d)= 
=(k(a+a,), К(Ь+Ь,), К(с+с,), k(d+d,))= 
= (ka +ka,, kb+kb,, kc+ Кесу, kd - Ка) = (ka, kb, Кс, kd) + 
+ (Ка, kb,, kc,, Ка) = К (а, b, с, d)- k(a,, bis с, 4), 
(к+1)(а, b, с, d) = ((к+ Da, (k Db, (К+ De, (6+ 04) = 
= (ка + а, КЬ +16, kc-- lc, kd-- ld) = (ka, kb, ke, ка) + 
+ (а, Ib, Ic, ld) = к(а, b, c, d) + I(a, b, c, d), 
1 (а, b, c, d)=(a, b, c, d). 
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Vadinasi, skaičių ketvertų aibė (10) ir (11) veiksmų atžvilgiu yra realioji 
vektorinė erdvė. Matematinėje literatūroje ta erdvė vadinama aritmeti- 
ne vektorine erdve R“. 


Uždaviniai 


1. Ar sudaro realiąją vektorinę erdvę plokštumos vektorių veiksmų atžvilgiu šios 
vektorių aibės: 

a) plokštumos pirmojo ketvirčio vektoriai, kurių pradžia yra koordinačių sistemos 
xOy taške O? 

b) plokštumos vektoriai, esantys fiksuotoje tiesėje, nubrėžtoje per koordinačių sis- 
temos pradžią? 

Ats. a) Ne; b) taip. 

2. Ar sudaro racionaliąją vektorinę erdvę vieno kintamojo 2-ojo laipsnio daugia- 
nariai su racionaliaisiais koeficientais daugianarių sudėties ir jų daugybos iš racionalių- 
jų skaičių atžvilgiu? 

Ats. Ne. 

3. Realiųjų teigiamų skaičių aibėje R“ apibrėžti du veiksmai: „sudėtis“ @ ir „dau- 
gyba iš realiųjų skaičių“ О: 


a OQ bab, (12) 
k( Jara; (13) 


čia a ir b — bet kokie realieji teigiami skaičiai, o А — bet koks realusis skaičius. Įrody- 
kite, kad aibė R“ vra realioji vektorinė erdvė (12) ir (13) operacijų atžvilgiu. 

4. Nagrinėsime aibę visų baltos ir juodos spalvos lazdelių, kurių ilgiai išreiškiami 
racionaliaisiais skaičiais (aibei priklausančios nulinio ilgio lazdelės spalva neapibrėž- 
ta). Lazdelių aibėje apibrėžkime sudėtį ir lazdelių daugybą iš racionaliųjų skaičių šito- 
kiomis taisyklėmis; 

1) dviejų vienodos spalvos lazdelių suma yra tos pačios spalvos lazdelė, kurios il- 
gis lygus sudedamų lazdelių — dėmenų ilgių sumai, 

2) dviejų skirtingos spalvos lazdelių suma yra lazdelė, kurios ilgis lygus dėmenų 
ilgių skirtumui, o jos spalva sutampa su ilgesniojo dėmens spalva, 

3) lazdelės ir racionaliojo skaičiaus r sandauga yra lazdelė, kurios ilgis lygus skai- 
čiaus г modulio ir dauginamos lazdelės — dauginamojo ilgio sandaugai; kai r > 0, san- 
daugos spalva sutampa su dauginamojo spalva, o kai r<0, abi lazdelės — dauginama- 
sis ir sandauga yra skirtingų spalvų. Įrodykite, kad lazdelių aibė уга racionalioji vekto- 
rinė erdvė minėtųjų veiksmų atžvilgiu. 


$3. Optimalaus reisų tvarkaraščio analogas 


Visi mėgstame keliauti. Kadangi beveik visada skubame, tai kelionei 
į tolimą miestą dažnai renkamės patogiausią susisickimo priemonę — lėk- 
tuvą. Tačiau ne iš kiekvienos gyvenvietės skrenda lėktuvai į mus domi- 
nantį miestą. Dažnai kelionės tikslą galime pasiekti tik keliskart pakeitę 
lėktuvą. Kiekvienas toks persėdimas susijęs su papildomais rūpesčiais: 
reikia užregistruoti bilietą, rūpintis bagažu, laukti... Kad persėdimų būtų 
kuo mažiau ir jie ne taip vargintų keleivius, sudaromi sąrašai tarpinių 
punktų, iš kurių yra reisai į visus didesniuosius miestus. Aišku, tas sąrašas 
turi būti minimalus (lengviau atsiminti ir orientuotis). Nuvykę į atitinkamą 
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tarpinį punktą, sėdame į lėktuvą ir tiesioginiu reisu pasiekiame kelionės 
tikslą. 

Panaši situacija nagrinėjama ir vektorinėje erdvėje. Ji formvluojama 
šitaip. Reikia parinkti mažiausią skaičių vektorių, kuriais būtų galima iš- 
reikšti kiekvieną vektorinės erdvės vektorių. Tai — vienas iš svarbiausių 
vektorinės crdvės uždavinių. Paméginsime jį išspręsti. 

Vektorinės erdvės vektorių u,, u;, ..., Ши fiesine kombinacija vadinamą 
suma сууу + c,U, +... 4 c,u,,, kurios koeficientai с}, Cz, ..., Cm — bet ko- 
kie skaliarai. 

Atkreipiame dėmesį, jog vektorių tiesinės kombinacijos koeficientai 
gali būti lygūs nuliui. Todėl nulinį vektorių visada galima užrašyti bet ko- 
kių vektorinės erdvės vektorių tiesine kombinacija. 

Vektorinės erdvės vektorių sistema vadinama tiesiškai nepriklausoma, 
kai tos sisiemos vektorių tiesinė kombinacija yra nulinis vekiorius tik su 
lygiais nuliui tiesinės kombinacijos kocficientais. Jei galima sudaryti nu- 
liniam vektoriui lygią sistemos vektorių tiesinę kombinaciją, kurios bent 
vienas koeficientas nelygus nuliui, tai ta vektorių sistema vadinama tiesiš- 
kai priklausoma. 

Aišku, kad bct kokie du nekolinearieji plokštumos vektoriai, kurių 
pradžia yra koordinačių sistemos хОу taške O, sudaro tiesiškai neprikiau- 
somą sistemą. Pagal nekolineariųjų vektorių apibrėžimą tie vektoriai yra 
nenuliniai. Padauginę juos iš nenulinių skaliarų ir sudėję tas sandaugas, 
gautume nenulinį vektorių, nes vektorių tiesinės kombinacijos ilgis lygus 
iš jos dėmenų sudaryto lygiagretainio įstrižainės ilgiui. Kai vienas iš ska- 
liarų lygus nuliui, dviejų vektorių tiesinė kombinacija sutampa su vieno 
jos vektoriaus nenuliniu kartotiniu, kuris nelygus nuliniam vektoriui pa- 
gal plokštumos vektoriaus daugybos iš realiojo skaičiaus apibrėžimą. Iš 
čia išplaukia, jog minėtoji plokštumos vektorių sistema yra tiesiškai nepri- 
klausoma. 

]rodysime tiesiškai priklausomos vektorių sistemos požymį. 

1 teorema. Daugiau kaip vieno vektoriaus sistema уға tiesiškai pri- 
klausoma tada ir tik tada, kai bent vienas jos vektorius lygus kitų sistemos 
vektorių tiesinei kombinacijai. 

Įrodymas. Sakykime, vektorinės erdvės vektorių sistema 


u, ü, ..., Uu, (m > 2) (1) 


yra tiesiška i priklausoma. Tada galima sudaryti nuliniam vektoriui lygią 
tos sistemos vektorių tiesinę kombinaciją su bent vienu nelygiu nuliui koe- 
ficientu: 


619, HCl +... +c,u, = 0. 
Iš jos, laikydami арфтёйито! dėlei c,Z 0, randame 
u; = (— 6/61) us +... + (— ст/С1) Un: 
Vadinasi, vektorius u, yra kitų (1) sistemos vektorių tiesiné kombinacija. 
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Dabar tarkime, kad kuris nors (1) sistemos vektorius, pavyzdžiui ит, 
yra kitų tos sistemos vektorių tiesinė kombinacija. Tada su tam tikrais 
skaliarais bs, ..., Вт teisinga lygybė 


Uj = bU, +.. o + b, 0 


Perkéle vektoriu u, į dešiniąją pastarosios lygybės pusę, gausime nuliniam 
vektoriui lygią vektorių tiesine kombinaciją su nelygiu nuliui koeficientu 
prie vektoriaus u,: 


0=(—1)u 0T5,u0,rT...-b,u,. 


Iš čia išplaukia, kad (1) vektorių sistema yra tiesiškai priklausoma. 

Vektorių sistemos posistemiu vadinama bet kuri (netuščia) tos sistemos 
dalis. | 

Vektorių sistemos rangu vadinamas didžiausias skaičius vektorių, su- 
darančių tos sistemos tiesiškai nepriklausomą posistemj. Nulinių vektorių 
sistemos rangu laikomas 0. 

Vektorių sistemos u,, Us, ..., ии rangą žymėsime г (ų,, Už, ..., Um). 

2 teerema. Jei vektorių sistemos rangas lygus r (r >0), tai kiekvieną 
jos vektorių galima užrašyti r vektorių, sudarančių tos sistemos tiesiškai ne- 
priklausomą posistemį, tiesine kombinacija. 

Įrodymas. Sakykime, vektorinės erdvės vekiorių sistemos 


U, U ..., uU, (02 1) (2) 
rangas lygus г (r>0), o 
U, Uü, +... U (3) 
yra tos sistemos tiesiškai nepriklausomas posistemis. [rodysime, kad kiek- 
vienas iš vektorių u, (i=1, 2, ..., n) užrašomas (3) posistemio vektorių 
tiesine kombinacija. Teiginys akivaizdus, kai 1 €i &r, nes tada 
u,—0u, +... +0u + lu; +04;,,+ ... + 0u,. 
Kai i>r, nagrinéjame (2) vektorių sistemos posistemį 
u, U,, ..., U,, Ц. (4) 
Remiantis vektorių sistemos rango apibrėžimu, galima užrašyti lygybę 
CiU + Со. +... + C,U, + cUj = 0, (5) 


kurios bent vienas koeficientas nelygus 0. Kadangi 15 prielaidos с=0 15- 
plauktu lygybė 


cy Ц, T Ca U + ох T с, Ч, = 0, 
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prieštaraujanti (3) posistemio apibrėžimui, tai cz 0. Tada (5) lygybę gali- 
ma užrašyti šitaip: 


uU, —(—c;/c)u + (— с/с) uy +... +(—-c,/c)u,. 


Vadinasi, kiekvienas (2) sistemos vektorius yra (3) posistemio vektorių 
tiesinė kombinacija. 

Išbraukus iš diskusijos dalyvių sąrašo pilieti, kuris neturi savo nuomo- 
nės, o tik karioja kitų pasakytas mintis, diskusija nenukentės. Tą patį ga- 
lima pasakyti ir apie vektorių sistemos rangą, kai iš jos braukiame vektorių, 
lygų kitų sistemos vektorių tiesinei kombinacijai. 

3 teorema. Išbraukus iš vektorių sistemos vektorių, lygų kitų tos siste- 
mos vektorių tiesinei kombinacijai, gaunama to paties rango vektorių sis- 
tema. 


Irodymas. Sakykime, 
u, 05, ..., ü, (nz 2) (6) 


yra vektorinės erdvės r-ojo rango vektorių sistema, kurios vektorius u, 
(1<k<n) lygus kitų tos sistemos vektorių tiesinei kombinacijai: 


U,—0c,U +... FC, 1U, a СА: Ца t -. - + С. (7) 
Išbraukus vektorių u, iš (6) sistemos, gaunama vektorių sistema 


Uu, u., e e e9 U,. i Ч +1, ° ° e9 u,. (8) 


]rodysime, kad (6) ir (8) vektoriu sistemos yra to paties rango. Teigi- 
nys teisingas, kai r=0, nes tada visi (6), taigi ir (8), sistemos vektoriai yra 
nuliniai. Todėl galima laikyti r21. Remiantis vektorių sistemos rango 
apibrėžimu, (6) sistema turi tiesiškai nepriklausomą posistemį iš r vekto- 
riy. Apibrėžtumo dėlei laikykime, kad tą posistemį sudaro vektoriai 


и, Up, ..., U,. (9) 


Jei (8) vektorių sistemos rangas būtų mažesnis už r, tai jis būtų lygus r— І. 
Todėl bent vienas (9) posistemio vektorius nepriklausytų (8) vektorių 
sistemai. Tarkime, kad tas vektorius уга u,. Tada u,—u,. 

Kai г-1, (8) vektorių sistemos rangas lygus 0. Vadinasi, tą sistemą 
sudaro tik nuliniai vektoriai. Kadangi nulinių vektorių tiesinė kombi- 
nacija lygi nuliniam vektoriui, tai iš (7) formulės išplaukia и, =0. Todėl 
(6) rinkinys yra nulinių vektorių sistema, o tai prieštarauja prielaidai 
ret. 

Kai rz2, vektoriai 


u, ..., u, (10) 
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sudaro (8) vektorių sistemos tiesiškai nepriklausomą posisiemį. Pagal 
2 teorema su tam tikrais skaliarais q,; (i=2, ..., п; j—2, ..., r) teisingos 
lygybės 

U, =A М. + e» o - do U,, 


0, = ло № +... +4,,U,. 
Įrašę tas vektorių išraiškas į (7) formulę, gauname 
U, = Со (doo Up + o o o + Aprl) + ooo + C, (g. Mo + ooo +a, Uf) = 
= (са +... + С, по) Ug + ве + (Co do + o-o + спе) Ur. 


Iš čia ir iš 1 teoremos išplaukia, kad (9) vektorių sistema yra tiesiškai pri- 
klausoma. Ši išvada prieštarauja įrodymo prielaidai, todėl r (u,, ..., u,) = 
= F. 

Vektorinés erdvés tiesiškai nepriklausoma vektoriu sistema vadinama 
tos erdvės baze, kai kiekvieną vektorinės erdvės vektorių galima užrašyti 
tos sistemos vektorių tiesine kombinacija, 

Vaizdžiai kalbant, vektorinės erdvės bazė yra vektorių rinkinys, ana- 
logiškas minėtajam tarpinių punktų sąrašui. 

Iš vektorinės erdvės vektorių galima sudaryti įvairias vekiorių sistemas. 
Pagal tų sistemų rangus vektorinės erdvės skirstomos į du tipus. Vekto- 
rinė erdvė vadinama begaliniamate, kai iš jos vektorių galima sudaryti 
kiek norima didelio rango vektorių sistemą. Jei kiekviena vektorinės er- 
dvės vektorių sistema yra baigtinio rango, tai ta erdvė vadinama baigti- 
niamate. Aišku, kad baigtiniamatės vektorinės erdvės bazė yra sudaryta 
iš baigtinio vektorių skaičiaus. 

Toliau nagrinėsime tik baigtiniamates vektorinės erdves. 

4 teorema. Vektorinės erdvės visos bazės sudarytos iš to paties skai- 
čiaus vektorių. 

[rodymas. Sakykime, u}, us, ..., U, ir Yi, V», ..., У, уга dvi vektori- 
nés erdvės bazės. Sudarę iš tų bazių vektorių naują sistemą uj, Uz. ..., Up 
Vi, Yo, ... VQ apskaičiuosime jos rangą. Kadangi kiekvienas iš vektorių 
u,, и,, ..., ú, yra vektorių Vi, Vo, ..., Ут tiesir.? kombinacija, tai iš 3 teore- 
mos išplaukia 


T (U, "TTT Un, MT 0-0, Ут) = Г (У, фо - У) = (m. 


Kita vertus, kiekvienas iš vektorių v,, Və, ..., V, yra vektorių uj, и», ..., 
u, tiesiné kombinacija. Todél pagal ta pacia 3 teorema 


T (u;, s... Un, Yi, E) Уи) =T (U, ss u,) = n. 


Iš čia randame m- n. 
Vektorinė erdvė vadinama n-mate, kai ji turi bazę iš n vektorių. 
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Rasime 2 paragrafo pavyzdžiuose nagrinėtų vektorinių erdvių bazes. 

1. Plokštumos vektorių erdvė. Sio paragrafo pradžioje įrodėme, jog 
bet kokie du nekolinearieji plokštumos vektoriai u, v sudaro tiesiškai 
nepriklausomą sistemą. Pagal plokštumos vektorių sudėties ir daugybos 
iš realiųjų skaičių taisykles kiekvienas plokštumos vektorius a, turintis 
bendrą pradžią su vektoriais u, v, yra tų vektorių tiesinė kombinacija su 
realiaisiais kocficientais: 


a=cu4 dv 


(8 pav.). Vadinasi, vektorių pora и, v yra plokštumos vektorių erdvės bazė. 


8 pav. 


2. Racionalioji vektorinė erdvė Q,[x]. Vektorių sistema 1, x, х? yra 
tiesiškai nepriklausoma, nes lygybė (su racionaliaisiais koeficientais) 


соі + c) x + c; x° = 0 


teisinga tada ir tik tada, kai cq c ,=c,=0. (Prisiminkite daugianarių ly- 
gumo apibrėžimą!) Kadangi bet kuris ne aukštesnio kaip antrojo laipsnio 
daugianaris a +a,x4-a,x* užrašomas daugianarių 1, x, x? tiesine kombi- 
nacija su koeficientais dq, a, a5, tai tie daugianariai sudaro vektorinės 
erdvės O,[x] bazę. 

3. Aritmetinė vektorinė erdvė R'. Imkime keturis vektorinės erdvės 
R* vektorius: e,=(1, 0, 0, 0), е, = (0, 1, 0, 0), e,—(0, 0, 1, 0), e, —(0, 0, 
О, 1). Jų tiesinė kombinacija (su realiaisiais koeficientais с}, Со, Сз, Са) 


сле, + сье, + сзе +c,e, =c (1, 0, 0, 0) +с, (0, 1, 0, O + 
+ сз (0, 0, 1, 0) +е, (0, 0, 0, 1)—(c,, 0, 0, 0) + (0, с, 0, 0) + 
(0, 6, Cs, 0) +(0, 0, 0, са) = (&, Co, Сз, C4) 


lygi nuliniam vektoriui (0, 0, 0, 0) tada ir tik tada, kai с, =c, =c, =c,=0. 
Vadinasi, vektorių sistema e,, e;, ез, e, уга tiesiškai nepriklausoma. Kadan- 
gi kiekvieną vektorinės erdvės R* vektorių (а, b, c, d) galima užrašyti 
tiesine kombinacija 


(а, b, c, d)=ae, +be,+ce,+de,, 
tai vektorių sistema e€, ез, e,, e, yra tos erdvės bazė. 
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5 teorema. Kiekvienas vektorinės erdvės vektorius bazės vektorių tie- 
sine kombinacija užrašomas vienareikšmiškai. 

Įrodymas. Tarkime, kad n-matės vektorinės erdvės vektorių v bent 
dviem būdais galima užrašyti bazės u,, в., ..., u, vektorių tiesine kombi- 
nacija: 


v=au,+a,u,+ .... +a u. у= Бш Би +... Ви; 


čia di, а, ..., Ap, бу, В. ..., b, — tam tikri skaliarai. Tada teisingos ly- 
gybés: 


О=у—у=ащ аа, +... Нам, – (руш -b,u, +... + b,u) = 
= (d, — В) u, + (aa — ba) u, EB ... + (а, — b,) u,- 


Kadangi bazės vektoriai sudaro tiesiškai nepriklausomą sistemą, tai ау — 
—b,-a,—b,—...—d,—b,-0. Iš čia а, =Б,, a,—b,, ..., a,—b,. 

Vektoriaus išraiškos bazės vektorių tiesine kombinacija koeficientai 
vadinami to vektoriaus koordinatėmis. 

Jei vektoriaus koordinates, atskyre jas kableliais, surašysime eilute, 
tai gausime to vektoriaus koordinačių eilutę. Vektoriaus u koordinačių 
eilutę žymėsime [u]. Pavyzdžiui, vektoriaus u=a,t,4+04,0,+-..+a,U, 
koordinačių eilutė bazėje u,, Uo, ..., u, уга [u] =(а1, а», .... а,). 

Jau įprasta nagrinėjamuosius objektus apibūdinti skaičiais: mokinio 
žinios vertinamos pažymiu, prekės kaina nurodoma rublių skaičiumi, kė- 
dės žiūrovų salėje numeruojamos dviem skaičiais, rodančiais eilę ir vietą, 
ir t. t. Panašiai apibūdinamas ir vektorius: koordinačių eilutė yra jo skai- 
tinė charakteristika. 

Žinant vektorinės erdvės bazę, galima sudaryti kiekvieno tos erdvės 
vektoriaus koordinačių eilutę. Jei koordinačių eilučių (а, a,, ..., a,) т 
(bi, bs, ..., b,) sudėtį apibrėšime lygybe 


(dj, dg, ..., а) + (В, bs, ..., bh) (arc b, а +06, ..., а, В,), 
o koordinačių cilutės (ал, a5, ..., a,) daugyba iš skaliaro c — lygybe 
са, dis ча = (egy Савә 24), 


tai gausime šitokią taisyklę vektorių tiesinės kombinacijos koordinačių 
eilutei sudaryti. 

6 teorema. Vektorių tiesinės kombinucijos koordinačių eilutė lygi tų 
vektorių koordinačių eilučių tiesinei kombinacijai su tais pačiais koeficien- 
tais. 

Įrodymas. Pakanka išnagrinėti dviejų vektorių tiesinę kombinaciją. 
Sakykime, [u] —(a,, as, ..., a,) ir [v] = (61, 25, ..., bn) yra n-matės vektori- 
nės erdvės vektorių и ir v koordinačių eilutės bazėje u,, u,, ..., u,. Tada 
U—d,U,-c4,U5 3 ...--d,u, ir y=bu,;+bu,+ ...+b,u,. Jei c ir d — bet 
kokie skaliarai, tai 
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cu+dv=c(au, +a UV +... a,u) rd(b,u, c b,u, +... +6,U,)= 
 (ca4) U, + (ca;) Ua + . . . + (са) u, + (ав) u, + (db;) u; +... + (db) u, = 
= (ca, + db) u; + (cas + dba) u, +... + (ca, + dbp) u,. 


Todėl 
[cu + d v] = c [U] + d [V]. 


Kad nulinis vektorius yra „privilegijuotas“ vektorinéje erdvėje, išplau- 
kia iš šitokio teiginio. 

7 teorema. Nulinio vektoriaus (ir tik jo) visos koordinatės kiekvienoje 
bazėje lygios 0. 

Įrodymas. Jei vektoriaus а koordinatės bazėje u,. us, ..., u, lygios 
0. tai u=Ou0,+0u,+--.+0U,=0+0+-..+0=0. Atvirkščiai, iš ly- 


n dėmenų 
gybés 0 = хи, хм. +... х,и, kurioje ху, хо, .... X, — tam tikri ska- 
liarai, išplaukia x,=x;= ...=х,=0, nes bazės vektoriai sudaro tiesiškai 


nepriklausomą sistemą. Vadinasi, [0] 2 (0, 0, ..., 0). 


Uždaviniai 


1. Įrodykite, kad daugianariai 1, 1+х, 1 4-x4-x? sudaro racionaliosios vektorinės 
erdvės О,[х] bazę. 

2. Raskite aritmetinės vektorinės erdvės R! vektorių a—2b--3e, kai a=(2, —1, 
3, 4), b=(0, 1, 2, 2), c=(0, 1, 0, 1). 

Ats. (2, 0, —1, 3). 

3. Aritmetinéje vektorinėje erdvėje Rš išspręskite lygtį 2a-- 3x = 5b: čia a=(2, —1, 
5, 3), b=(-1, 2, 2, 3). 

Ats. (—3, 4, 0, 3). 

4. Tarkime, kad и ir v yra plokštumos vektoriai, turintys bendrą pradžią. Vekto- 
riu 4n— v užrašykite vektorių a=u;4-2v ir b=2u-+-v tiesine kombinacija. 

Ats. —2a4 3b. 

5. Raskite vektoriaus x?+3x+4 koordinates racionaliosios vektorinės erdvės Q. [x] 


bazėje 1, x—1, (x— 1. 
Ats. (8, 5, 1). 


$4. Poerdviai 


Jei, laikrodininkui surinkus išardytą laikrodį, lieka detalių, tai toks 
meistras niekam tikęs... Veikiausiai po tokio „taisymo“ laikrodis arba 
neis, arba laiką rodys neteisingai. O algebroje tokia išvada būtų klaidinga! 
Yra vektorinės erdvės poaibių, turinčių visas vektorinės erdvės savybes. 
Apie tokius poaibius dabar ir kalbėsime. 

Netuščias vektorinės erdvės poaibis vadinamas tos erdvės poer- 
dviu, kai jis yra vektorinė erdvė tų pačių operacijų atžvilgiu. 

Tikrinant, ar vektorinės erdvės poaibis yra jos poerdvis, reikia nusta- 
tyti, ar tame poaibyje galioja visos 9 vektorinės erdvės aksiomos. Tai daug 
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„juodo darbo“ reikalaujanti procedūra. Norėdami ją sutrumpinti, matema- 
tikai sugalvojo šitokį poerdvio požymį. 

1 teorema. Netuščias vektorinės erdvės podibis yra poerdvis tada ir tik 
tada, kai kartu su kiekviena to poaibio vektorių pora u, v jam priklauso ir 
tiesinė kombinacija cu+dv; čia c ir d — bet kokie skaliarai. 

Įrodymas. Jei vektorinės erdvės netuščiam poaibiui L kartu su kiek- 
viena pora vektorių и, v priklauso ir tiesinė kombinacija са + dv, kurios 
koeficientai c, d — bet kokie skaliarai, tai poaibyje L yra teisingos vekto- 
rinės erdvės 1 ir 5 aksiomos. Remiantis prielaida, poaibiui L kartu su vek- 
toriumi v priklauso ir vektorius (— Гу. Iš lygybių 


У+ (— Iy=1v+(- Dv=(1+(-1))v=0v=0 


išplaukia, kad vektorius (— 1)v yra priešingas vektoriui v. Vadinasi, poai- 
biui L kartu su vektoriais и, v priklauso ir skirtumas u— v. Tuo jrodéme, 
kad poaibyje L galima atimtis. Kitos vektorinės erdvės aksiomos teisingos 
kiekviename tos erdvės poaibyje, todėl poaibis L yra poerdvis. 

Atvirkščias teiginys akivaizdus: jei L yra vektorinės erdvės poerdvis, 
tai iš vektorinės erdvės ! ir 5 aksiomų išplaukia, kad poerdvio L bet kurių 
dviejų vektorių u ir v, padaugintu atitinkamai iš skaliarų c ir d, suma 
cu+dv yra to poerdvio vektorius. 

Pavyzdžiai. 1. Vektorinės erdvės nulinio vektoriaus 0 suma su juo pa- 
čiu bei nulinio vektoriaus ir bet kokio skaliaro sandauga yra nuliniai vek- 
toriai. Remiantis poerdvio požymiu, poaibis(0) yra poerdvis. Jis vadina- 
mas nuliniu poerdviu. 


2. Vektorinė erdvė yra savo pačios netuščiasis poaibis. Kadangi jo 
vektoriai tenkina poerdvio požymį, tai vektorinė crdvė yra savo pačios 
poerdvis. 

Nulinis poerdvis ir pati vektorinė erdvė vadinami netiesioginiais poer- 
dviais. Kiti vektorinės erdvės poerdviai (kai jų yra) vadinami tiesioginiais, 

3. Plokštumos vektorių erdvės poaibis L, sudarytas iš vieno jos vek- 
toriaus a visų realiųjų kartotinių ra, yra tos erdvės poerdvis, nes bet kokių 
dviejų poaibio L vektorių Ka ir /a tiesinė kombinacija (su realiaisiais koe- 
ficientais s, t) s (ka) +1 (/a)=(sk +1!)a yra to poaibio vektorius. 

4. Tarkime, kad L — racionaliosios vektorinės erdvės Q,[x] poaibis, 
sudarytas iš visų tos erdvės ax + bx? pavidalo vektorių (d, b — racionalie- 
ji skaičiai). Bet kokių dviejų poaibio L vektorių a,x-asx? ir bx - bx? 
tiesinė kombinacija su racionaliaisiais koeficientais c, d lygi daugianariui 
(ca, + db,)x + (ca, +db,)x*, kuris yra to poaibio vektorius. Remiantis po- 
erdvio požymiu, poaibis L yra vektorinės erdvės О,[х] poerdvis. 

S. Raide L pažymėkime aritmetinės erdvės R* poaibį, kurį sudaro vek- 
toriai (a, b, 0, 0), kai raidės a ir b nepriklausomai viena nuo kitos „per- 
bėga“ visus realiuosius skaičius. Kadangi bet kurių dviejų poaibio L 
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vektorių (d,, b}, 0, 0) ir faa, ba, 0, 0) tiesinė kombinacija su realiaisiais 
koeficientais c, d 


c(a, b, 0, O)-- d(a,, b,, 0, 0)=(ca, +da,, cb, +db,, 0, 0) 


priklauso tam poaibiui, tai poaibis L yra aritmetinės erdvės В“ poerdvis. 

Nurodysime, kaip gaiima konstruoti vektorinės erdvės poerdvius. 
Vektorinės erdvės vektorių sistemos uj, u,, ... ü, tiesiniu apvalku vadi- 
nama aibė L (u,, us. ..., ц) tiesinių kombinacijų сушу са, +... с, 
kai koeficientai с, с», ..., c, nepriklausomai vienas nuo kito perbéga 
skaliarų aibę. 

2 teorema. Vektorinės erdvės vektorių sistemos tiesinis apvalkas yra 
tos erdvės poerdvis. 

Įrodymas. Sakykime, а +40, +... Һа, ir buj ++... + 
+b,u, yra du bet kokie vektorinės erdvės vektorių sistemos uy, us, ..., 
u, tiesinio apvalko L (u,, us, ..., w) vektoriai. Tų vektorių tiesinė kombi- 
nacija 

c (a, u, + a, u, + ... + aíUu,) + d (bu, + b,u, + — + b. и,) = 
= (ca, + db,) u, + (са, + db.) u, + o o o + (ca, + db,) ug, 


kurios koeficientai c, d — tet kokie skaliarai, priklauso tiesiniam apval- 
kui L (u,, мо, ..., uj), todėl tas apvalkas yra vektorinės erdvės poerdvis. 


Uždaviniai 


1. Ar sudaro racionaliosios vektorinės erdvės Q.[x] poerdvj kintamojo x ne aukštes- 
nio kaip 1-ojo laipsnio daugianariai su racionaliaisiais koeficientais? 

Ats. Taip. 

2. Ar sudaro aritmetinės erdvės Rt poerdvį aibė tos erdvės vektorių (а, b, с, d), kurių 
komponentus sieja lygybė a+ b+c+d=0? 

Ats. Taip. 

3. Iš kokių vektorių sudarvtas aritmetinės erdvės R* vektorių sistemos (1, 0, 0, 
— D, (0, 1, 0, — 1) tiesinis apvalkas? 

Ats. Iš vektorių (a, b, 0, c); čia а. b, с — bet kokie realieji skaičiai, susieti lygybe 
a+b6+c=0. 

4, Raskite racionaliosios vektorinės erdvės Ох] vektorių sistemos 1 —x?, x—x? 
tiesinį apvalką. 

Ats. Kintamojo x ne aukštesnio kaip 2-ojo laipsnio daugianariai su racionaliaisiais 
koeficientais, kurių suma lygi 0. 

5. Raskite aritmetinės erdvės R? vektorių sistemos в! =(—1, 0, —1, 0), u,—(1, —1, 
0, 0), u,= (0, 1, 1, 0) tiesinio apvalko bazę. 

Ats. Vieną iš bazių sudaro vektorių pora а, чз. 


$5. Vektorinė erdvė plias transformacija 
Mokslų istorijoje уга daug pavyzdžių, kai labai svarūs rezultatai gau- 
nami pritaikius vienos mokslo srities metodus kitai sričiai. Matemati- 
kai pamėgino „sujungti“ vektorinės erdves su aibių transtormacijomis. 
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Tai labai paprasta, nes vektoriné erdvé yra aibé, o transformacija galima 
apibrėžti bet kokioje aibėje. Kadangi vektorinės erdvės elementai vadi- 
nami vektoriais, tai pateikiame „vektorinį“ transformacijos apibrėžimą. 

Vektorinės erdvės transformacija vadinama taisyklė 4, kuria kiekvie- 
nam vektorinės erdvės vektoriui u yra priskirtas tam tikras tos erdvės vek- 
torius, žymimas u. ir vadinanias vektoriaus ú vaizdu. 

Taigi < yra vektorinės erdvės transformacija tada ir tik tada, kai kiek- 
vieną erdvės vektorių в si!tinka vienintelis tos pačios erdvės vektorius 
ug. Pažymėsime, kad skirtingų vektorių vaizdai gali ir sutapti. 

Kokias vektorinės erdvės transformacijas reikėtų laikyti lygiomis? 
Paprastai vadovaujamasi taisykle: lygios transformacijos turi „vienodai“ 
veikti bet kurį tos erdvės vekiorių. Kadangi transformacijos poveikis vek- 
toriui nusakomas to vektoriaus vaizdu, tai transformacijų lygumą galima 
apibrėžti šiiaip. 

Dvi vektorinės erdvės transformacijos У ir B laikomos lygiomis ir ra- 
бота <Z=2, kai su kiekvienu tos erdvės vektoriumi u teisinga lygybė 
и. = uw. 

Kitaip sakant, dvi vektorinés erdvés transformacijos уга lygios tada 
ir tik tada, kai kiekvienas tos erdvės vektorius abiem transformacijomis 
atvaizduojamas į tą patį vekiorių. 

Nemažai matematikos terminų yra susiję su Žodžio „tiesė“ vediniais. 
Pakanka prisiminti tiesinę lygiį, tiesinę funkciją ar vektorinės erdvės vek- 
torių tiesinę kombinaciją. Ar pasizym? „iiesiškumu“ vektorinės erdvės 
transformacija, nustatoma iš jos poveikio vektori tiesinei kombinacijai. 

Vektorinės erdvės transformacija «Y. vadinama tiesinė, kai su kiekviena 
tos erdvės vektorių pora ú, v ir su kiekviena skeliarų pora c, d teisinga ly- 
gybė 

(cu--dv).s/ = c (ü м) +d(v 7). (1) 


Vektorinės erdvės tiesine transformaciia vektorių tiesinė kombinaci- 
ja keičiama jų vaizdų tiesine kombinacija su 1215 pačiais koeficientais. 
Todėl vektorius, į kurį tiesine transformacija atvaizduojama vektorių 
tiesinė kombinacija, lygus tų vektorių vaizdų tiesinei kombinacijai su tais 
pačiais koeficientais. 

(1) sąlygą galima pakeisti dviejų sąlygų sistema, kurią taikant kartais 
lengviau patikrinti, ar vektorinės erdvės transformacija yra tiesinė. 

Í teorema. Vektorinės erdvės transformacija sf уға tiesinė tada ir tik 
tada, kai 

1) su kiekviena tos erdvės vektorių pora u, v teisinga lygybė 


(U+7) . — u.c? + v sf, (2) 


2) su kiekvienu tos erdvés vektoriumi u ir su kiekvienu skaliaru c tei- 
singa lygybė 


(c u) £ = c (u .z/). (3) 
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Įrodymas. Paėmę (1) salygoje c=d=1, gauname (2) lygybę, o раё- 
me (I) sąlygoje d= 0, gauname (3) lygybę. Norėdami įrodyti, kad 15 (2) 
ir (3) išplaukia (1), sudarykime vektorių в ir у skaliarinius kartotinius 
cu ir dv. Remiantis (2) formule, (со + ду) —(cu)sZ + (ағ). Pagal (3) 
formulę (cug =c (us), (dv) = d(v.Z). Todėl (cu-- dv) = c (us) — 
c d (v.s). 

Nulinis vektorius yra „privilegijuotas“ ne tik sudėties, bet ir tiesinės 
transformacijos atžvilgiu. Tai paaiškėja iš šitokio teiginio. 

2 teorema. Vektorinės erdvės nulinis vektorius kiekviena tos erdvės 
пейте transformacija <Z vra atvaizduojamas į nulinį vektorių. 

Įrodymas. Laikydami (3) formulėje с=0, gauname: (Qu) = O(u.o7). 
Kadangi nulio ir bet kokio vektoriaus sandauga lygi nuliniàr:i vektoriui, 
tai ди 0 ir O (us7) =@. Iš аа 0.2 —0. 

Pavyzdžiai. 1. Raide O pažymėkime vektorinės erdvės transformaci- 
ją, kuria kiekvienam tcs erdvės vektoriui yra priskirtas nulinis vektorius. 
Tada su kiekviena vektorinės erdvės vektorių pora и, v ir su kiekviena ska- 
рагу pora c, d teisingos lygybės (си + dv)O =3, 00 =0, vO 20. Kadangi 
c(uO)-2c0—0, Ž(vO)=40=0, tai (cu+dvVO=c(uU0)+d(vO). Va- 
dinasi, O yra vektorinės erdvės tiesinė transformacija. 

Vektorinės erdvės tiesinė transformacija O vadinama пейте transfor- 
nacija. 

2. Raide © pažymėkirne vektorinės erdvės transformaciją, kuria kiek- 
vienam tos erdvės vektoriui priskiriamas jis pats. Imkime bet kuriuos 
du vektorinės erdvės vektorius u, v ir bet kokius du skaliarus c, d. Rem- 
damiesi transformacijos 6 apibrėžimu, randame: (cu+dv)6=cu+-dv, 
uė=u, vė=v. Iš čia (cu+ dv) =cu+dv=c (uUė4)+d(vė). Todėl trans- 
formacija 6 yra tiesinė. 

Vektorinės erdvės tiesinė transformacija © vadinama  vienetine (arba 
tapaciq ja) transformacija. 

3. Plokštumos vektorių erdvės transformacija „5, kuria kiekvienas 
plokštumos vektorius и atvaizduojamas į vektorių —u (9 pav.), vadinama 
centrine simetrija. Kadangi su kiekviena plokštumos vektorių рога a, 


9 pav. 


v ir kiekviena realiųjų skaičių pora с, d teisingos lygybės (cu + dv). = 
= —(cu--dv), us = —u, v.Z= —v, tai (си + ау) = —cu-dv=c(—uU)+ 
+d(-v)=c(ux)+d(v7). Vadinasi, centrinė simetrija уга tiesinė trans- 
formacija, 
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Bet kuri tarpusavyje statmenų (nenulinių) plokštumos vektorių 
pora u, v, kaip nekolineariųjų vektorių pora, sudaro tiesiškai nepriklauso- 
mą sistemą. 3 paragrafo | pavyzdyje įrodėme, jog tokia vektorių pora yra 
plokštumos vektorių erdvės bazė. 

Plokštumos vektorių erdvės bazė, sudaryta iš tarpusavyje statmenų 
vektorių, vadinama tos erdvės ortogonalią ja baze. 

4. Tarkime, kad u, v — plokštumos vektorių erdvės ortogonalioji bazė, 
o w=4u+bv — bet koks plokštumos vektorius. Plokštumos vektorių 
erdvės transformacija 4, apibrėžia lygybe 


(аи Е bv) —au—bv 


(10 pav.), vadinama аЯне simetrija ašies и atžvilgiu. 

Įrodysime, kad transformacija ./ yra tiesinė. Imkime du bet ku. 
riuos plokštumos vektorius w,—a,u-b,v, w,-4a,u-cb,v ir sudaryki- 
me ju sumą w,--ws-—(a,--as)u--(b,--b,)v. Kadangi (w, + w.) Я = (a, + 
+а м — (6, +Б.)у, ws —a;—b,v, w,s£—a,u—b,v, tai (и, +) = 
=w,—Z+w..Z. Bet kokio realiojo skaičiaus c ir vektoriaus w, sandauga 
lygi vektoriui cw, —(ca,)u--(cb,)v. Remiantis transformacijos .Z apibrė- 
žimu, (cw,)+/=(ca,)u-(cb,)v. Todėl (см) =c (aqu —b,v) c (ws). 
Vadinasi, ašinė simetrija yra tiesinė iransformacija. 

5. Padauginę bet kurį plokštumos vektorių u iš realiojo skaičiaus К, 
gauname tos plokštumos vektorių ku. Todėl taisyklė, pagal kurią vekto- 
riui u priskiriame vektorių ku, yra plokštumos vektorių erdvės transfor- 
macija. 

Plokštumos vektorių erdvės transformacija .Z, apibrėžta lygybe 


0.9 = ku, 


vadinama panašumo transformacija, o realusis skaičius k — panašumo 
koeficientu (11 pav.). 


X 


M 


10 pav. ll pav. 


Kai panašumo koeficientas k didesnis uz |, t.y. k»1, panašumo 
transformacija 22 yra plokštumos ištempimas K kartų visomis kryptimis 
nuo koordinačių pradžios taško. Kai k=1, panašumo transformacija 
sutampa su vienetine transformacija. Kai panašumo koeficientas k lygus 
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teigiamajam mažesniam už 1 skaičiui, t.y. O«k«l, transformacija 
< yra plokštumos suspaudimas 1/k kartų koordinačių pradžios taško 
kryptimi. Panašumo transformacija su lygiu nuliui panašumo koeficien- 
tu уга nulinė transformacija. Jei k= —1, tai panašumo transformacija 
virsta centrine simetrija. Su kitomis neigiamomis koeficiento k reikšmė- 
mis panašumo transformacija yra plokštumos ištempimo (arba suspau- 
dimo) ir centrinės simetrijos kompozicija, realizuojama paeiliui atliekant 
plokšiumos ištempimą (suspaudimą) ir centrinę simetriją. 

Panašumo transformacija yra tiesinė transformacija. Iš tiesų su kiek- 
viena plokštumos vektorių pora и, v ir su kiekvienu realiuoju skaičiumi 
c teisingos šitokios lygybės: 


(и + у) Z=k(u+v)=ku+4v=u51V7, 
(cu) Я = К (cu) = (ке) н = (ck)u = c (ku) = c (u.s). 


6. Parinke plokštumos vektorių erdvėje ortogonaliąją bazę и, у, užra- 
šykime bet kurį tos plokštumos vektorių w bazės vektorių tiesine kombi- 
nacija su realiaisiais koeficientais: м=аи- Ву. Jei plokštumą ištempsi- 
me į abi puses nuo v ašies k (k > I) kartų kryptimis, lygiagrečiomis u ašiai, 
tai iš vektoriaus w gausime vektorių w = (ka) u-- bv. Kadangi w — plokš- 
tumos vektorius, tai minétuoju ištempimu yra aprašoma plokštumos vek- 
torių erdvės transformacija. 

Plokštumos vektorių erdvės transformacija «/, apibrėžta lygybe 


(au+bv) £ = (ка) ы + b v, 


vadinama plokštumos ištempimu dviem tarpusavyje priešingomis krypti- 
mis (12 pav.). 


12 pav. 


Įrodysime, kad transformacija «7 yra tiesinė. Imkime du bet kuriuos 
plokštumos vektorius w,-—a,u--b,v, w,—G,u4-b,v ir ju sumą w,--w,— 
= (а, +а.)и + (6, +Б.)у. Remiantis transformacijos apibrėžimu, (ж, + 
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+w) =k (a, +а›)и + (b,--b4)v, w£ —(ka,)u-- b,v, wa —(kas)u + b,v. 
Todėl (ж, +w) =w, +W. Jei c — bet koks realusis skaičius, 
tai cw,—(caj)u-- (cb,)v. Todėl (см, ).9 =k (ca ju + (cb,)v = c((ka,)u + Буу). 
Iš čia (cw) =c (w Z). Vadinasi, 5 yra plokšiumos vektorių erdvės 
tiesinė transformacija. 

7. Veikiant kūną dviem lygiagrečioms vienodo didumo, bet priešingų 
krypčių iėgoms (pavyzdžiui, kerpant medžiagą žirklėmis), to kūno sluoks- 
niai pasislenka vienas kito atžvilgiu, — kūnas deformuojasi. Tokia kūno 
deformacija vadinama š/ytimi (skersiniu poslinkiu). Aprašant šlyties de- 
formaciją, vienas kūno sluoksnis laikomas nejudanéiu, o kitų sluoksnių 
poslinkiai nurodomi to sluoksnio atžvilgiu. 

Daugeliu atvejų šlyties deformacijai yra būdingas toks dėsningumas: 
kūno sluoksnio poslinkis yra tiesiog proporcingas to sluoksnio atstumui 
nuo nejudančiojo sluoksnio (13 pav.). Išvesime formulę, kuria tokie „sluoks- 
niu poslinkiai“ aprašomi matematikoje. 


ALGEBRA 


14 pav. 


Plokštumos vektorių erdvėje parinkime orrogonaliaja bazę u, v ir Iš- 
reikškime bet kurį plokšiumos vektorių м bazės vektorių tiesine kombi- 
nacija su rcealiaisiais koeficientais: м=аи- фу. Jei po skersinio poslinkio 
plokštumos taškas (a; b) atsidurs taške (a--kb; Б) (k — konkretus realu- 
sis skaičius), tai iš plokštumos vektoriaus w gausime vektorių w =(a+ 
+АБди- bv (14 pav.). Iš čia išplaukia, jog skersinis poslinkis yra plokštu- 
mos vektorių erdvės transformacija, nes w' — plokštumos vektorius. 

Plokštumos vektorių erdvės transformacija «7, apibrėžta lygybe 


(ач + bv).@# =(a + Круа + b v, 


vadinama tos erdvés skersiniu poslinkiu. 

Kad plokštumos vektorių erdvės skersinis poslinkis 5 yra tiesinė 
transformacija, įrodoma samprotaujant kaip ir anksčiau. 

Imkime bet kuriuos du plokštumos vektorius w,—a,u-cb,v, w,— 
=a,u+b,v ir ju suma w, +w,—=(a, +a,)u+(b,+b,)v. Kadangi м, = 
= (а, +kb Ju+6,v, ws =(a,+ kb;)ju-c-b,v, (w, м). = (а +a, +k(b, + 
+-6,)u+(56,+6„)v=(a,+K6,)u+6,v +(a,+k6,)u+-6,v, tai (w, Бу). = 
=w% +w ,%. Padauginę vektorių w, iš bet kokio realiojo skaičiaus с, 
gauname cw,=(ca,)u+(cb,)v. Iš čia (см) = (са, + k (cb, )u+(cb,)v= 
=c ((a,+ kb,)ju-- б.у). Todėl (cw,) = c (w,.#). 
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$. Raide O susitarėme žymėti bendrą visų plokštumos vektorių pra- 
džią. Bet kurį plokštumos vektorių и pasukę ргісќ laikrodžio rodyklę 
apie tašką O kampu Фф, gausime tos pačios plokštumos vektorių w. Todėl 
minėtasis plokštumos vektorių posūkis yra plokštumos vektorių erdvės 
transformacija „У, vadinama plokštumos posūkiu apie tašką O kampu Ф. 
Įrodysime, kad transformacija .Z yra tiesinė. 


Imkime bet а du Piokstumos vektorius u= OA LA v= OB Su- 
darę jų suma Ut) v—0A440B- OC, tarkime, kad ZOIR 084 = 
=0B,, оса = OC, (15 pav.). Kadangi | ОА į 04, |, | OB | s=] OB, |, 


Joc |=] OC, Бо Z AOC= / A,OC;, /ВОС= / B,OC,, tai ДАОС = 
= ДА ОС} ir ABOC- | AB i í Todél keturkampis OACB yra lygiag- 


retainis. Iš čia 0C,=0A, +0B,, агба (0+ у). — us + v.g. 


1$ pav. 16 pav. 


Dabar sudarykime plokštumos vektoriaus u= 04 ir p kokio re- 
aliojo skaičiaus c sandaugą cOA.. Pažymėję с04= OD, tarkime, 


TU 


kad OA4=0A,, OD. — OD,, СОА, - OE,. Remiantis plokštumos 
vektorių daugybos iš realiųjų skaičių apibrėžimų, 
— — — E. -> — -> 
IOE,|-|cOA, '-icllOA = с; ОА = ceQA|='OD:= Ор, |. 


---> — — — 


Jei с> 0, tai vektorių poros QA, OD ir OA,, OD, sudarytos i$ viena- 
krypčių vektorių. а сол, kryptis sutampa su vektoriaus OE, 
kryptimi, todėl ор, ir OE, yra vienakrypčiai vektoriai. Iš čia 0D,— 
= ОЕ, (16 pav.). 

Kai c<0, vektorių poras 04, ор ir OA, 0D, Puede priešingų kryp- 


čių vektoriai. Iš čia išplaukia, jog vektoriai OD, ir OF, yra vienakrypčiai, 
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nes vektoriaus OA, kryptis priešinga vektoriaus OD, krypčiai. Todėl 


— — = 
ОР; = ОЕ;. 

Vadinasi, abiem nagrinčiais atvejais transformacija æ tenkina lygybę 
(си) = с (ud). 

9. Plokštumos vektorių erdvėje parinkime ortogonaliąją bazę и, v ir 
užrašykime bet kurį plokštumos vekicrių w bazės vektorių tiesine kombi- 
nacija su realiaisiais koeficientais: w=au4bv. Vektorius w =au vadina- 
mas vektoriaus w projekcija ašyje u. Panašiai kaip fasadas yra sudėtinė 
namo dalis, vektoriaus projekcija yra sudėtinė vektoriaus dalis. Nors fa- 
sadas tėra tik namo priekio charakteristika, jo reikšmė, apibūdinant na- 
ma, labai didelė. Ne mažiau svarbi informacija apie vektorių gaunama iš 
jo projekcijos. Pavyzdžiui, iš plokštumos vektoriaus projekcijų koordi- 
načių ašyse galima apskaičiuoti jo ilgi ir nustatyti, kuriame ketvirtyje 
yra to vektoriaus galas. 

Kiekvienam plokštumos vektoriui w priskirkime jo projekciją w' 
ašyje м. Kadangi w' yra plokštumos vektorius, tai pastarąja taisykle apra- 
Soma plokštumos vektorių erdvės transformacija. 

Plokštumos vektorių erdvės transformacija 5, apibrėžta lygybe 


(ач + Бу) Z=au 


(17 pav.), vadinama plokštumos vektorių projektavimu į ašį u. 


17 pav. 


Įrodysime, kad transformacija »/ yra tiesinė. Imkime bet kuriuos du 
plokštumos vektorius w,—a,u--b,v, ws a,u--b,v ir sudarykime jų tie- 
sine kombinaciją su bet kokiais realiaisiais koeficientais c, d: cw, ау, = 
=(ca, + да,)о + (cb; +db,)yv. Remiantis transformacijos .Z apibrėžimu, 
Wief =a, w,.Z=au (су, dws;)sf = (са, + авди = (салди + (dau. To- 
dėl (cw, + dw.) = c (м9) +4 (wa). 

Vektorinės erdvės transformacija pavadinome taisyklę, pagal kurią 
kiekvienam tos erdvės vektoriui yra priskirtas tam tikras tos pačios erd- 
vės vektorius. Kai transformacija yra tiesinė, 14 taisyklę galima „supras- 
tinti“. Pakanka žinoti tik kai kurių vektorių vaizdus, kad galima būtų 
pasakyti, koks vektorius bus priskirtas kiekvienam tos erdvės vektoriui. 

3 teorema. Vektorinės erdvės tiesinę transformaciją galima aprašyti 
tos erdvės bazės vektorių vaizdais. 
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Įrodymas. Sakykime, + уга n-matés vektorinės erdvės tiesinė trans- 
formacija. Jei u,, Up, ..., ü, — tos erdvės bazė, tai kiekvieną nagrinėjamos 
erdvės vektorių u galima užrašyti tiesine kombinacija u=a,u, + аи, + 
+...+ам,, kurios koeficientai a,, а., ..., a, — tam tikri skaliarai, Re- 
miantis tiesinės transformacijos apibrėžimu, и =a, (0,5) + a, (0557) + 
+ ...+a, (0,27). Iš čia išplaukia, jog vektorinės erdvės tiesinė transforma- 
cija yra aprašyta, kai žinomi tos erdvės bazės vektorių vaizdai. 

Įrodytasis teiginys primena gerai žinomą būdą, kaip patikrinti parduo- 
tuvėje išleistų pinigų sumą, žinant pirkinių skaičių ir jų kainas. 

Įrodžius 3 teoremą, kyla natūralus klausimas: ar visiškai laisvai galima 
pasirinkti bazės vektorių vaizdus? Atsakymas į jį išplaukia iš šitokio tei- 
ginio. 

4 teorema. Egzistuoja vienintelė vektorinės erdvės tiesinė transformacija, 
kuria tos erdvės bazės vektoriai keičiami pasirinktaisiais vektoriais. 

Įrodymas. Sakykime, u,, Uz, ..., м, — n-matés vektorinės erdvės 
V bazė, o V4, Vs, ..., V, — bet kuri tos erdvės n vektorių sistema. Konstruo- 
sime erdvės V tiesinę transformaciją, kuria vektoriui u, yra priskiriamas 
vektorius У; (/21, 2, ..., n). Remdamiesi vektorinės erdvės bazės apibrė- 
žimu, kiekvieną erdvės V vektorių u galime užrašyti tiesine kombinacija 
u=a,U,+4,05+...+a,u,, kurios koeficientai ai, а, ..., а, — tam tikri 
skaliarai. Kadangi vektorius a,v,+4;V54-...4-a,V, priklauso vekiorinei 
erdvei V, tai lygybe 


(а, 0, -250, +... c au) 8 — a, Ya Fas Va. +а, Y, (4) 


yra aprašoma tos erdvės transformacija 3. 

Transformacija 2 turi savybę u,Z2 — v, (i=1,2, ..., n). Iš tikrųjų, laiky- 
dami (4) formulėje а,=...=а1=а.1=...=а,=0, a,=1, gauname 
lygybes u,3=v; (i21, 2, ..., n). 
bet kokius vektorinės erdvės V vektorius v—b,u,-4-b,u, + ...+b,u, ir 
ж=с0, +C +... +C, Sudarę ju tiesinę kombinaciją su  skalia- 
rais c, d: су+ ам = (cb; + dejn, + (cb, + de;)u, 4- ...+ (cb, + de,) u,, randa- 
me (cv+dw) 8 = (сБ, + de у, +(cb,+dce,)v,+ ...- (cb, + db,)v,— c (bv, + 
+b,v -+... bv) а (су су + ... c, v,). Kadangi у = bv + Б.у. + 
+... tbun WB = СУ, T cya ...- eS V, tai (cv ам) = c (v2) + d (м2). 

Jei būtų dar bent viena vektorinės erdvės V tiesinė transformacija С, 
tenkinanti lygybes u,C = v, (1—1, 2, ..., n), tai su kiekvienu tos erdvės 
vektoriumi u—q,U, +40, + ...+а,0, būtų teisinga lygybė 


(au; -- aU; + o» o -- a, Uu) С = a V4 Fdo Vo +... +a,V, (5) 


Palygine (5) formulę su (4), gautume uZ —uC, kai и — bet koks vekto- 
rinés erdvės V vektorius. Remiantis transformacijų lygumo apibrėžimu, 
Z=. Taigi Z yra vienintelė vektorinės erdvės V tiesinė transformacija, 
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kuria bazės vektoriai п, Uz, ..., v, keičiami atitinkamai vektoriais v,, v,, 
PE C 

Elektronikos ir kibernetikos amžiuje viską siejame su skaičiais. Mat 
skaičiai yra tie elementai, kuriuos lengvai supranta ir apdoroja elektro- 
ninė skaičiavimo mašina. O be ios pagalbos dabar jau sunku išsiversti. 
Todėl visai natūralus matematikų noras nagrinėjamą procesą aprašyti 
skaičiais. Aptorsime, kaip apibūdinamos skaičiais vektorinės erdvės tie- 
sinės transformacijos. 

Pasirinkus vektorinės erdvės bazę, tos erdvės tiesinę transformaciją 
galima aprašyti bazės vektorių vaizdais. Tie vaizdai, kaip vektorinės erd- 
vės vektoriai, apibūdinami jų koordinatėmis. Vadinasi, bazės vektorių 
vaizdų koordinačių eilutės vra tiesinės transformacijos skaitinė charakte- 
ristika. Ta charakteristiką patogu pateikti skaičių lentele, kuri sudaroma 
remiantis šitokiais samprotavimais. 

Sakykime, > уга n-matés +;ktorinės erdvės V tiesinė transformacija. 
Parinkę kokią nors erdvės V bazę u,, ug, ..., u,, sudarykime vektorių 
1,57, UX, 0,07 išraiškas bazės vektorių tiesinėmis kombinacijomis. 
Kadangi tokių išraiškų yra n, tai reikės naudoti dvigubą numeraciją: pir- 
muoju indeksu nurodysime vektoriaus vaizdo numerį, o antruoju — vek- 
toriaus tiesinėje kombinacijoje numerį. Taigi bazės vektorių vaizdus galė- 
sime aprašyti šitokiomis lygybėmis: 


0. = а Ш +0150 +... Нат, 


U- = do U, + aog +... + Aon Ups 


оо о о a о à о 0 q ә о 09 e @ o @ 00 @ e e б 


al = аһ ü; + а ü, + e°. F Чип Чл, 


čia koeficientai 4,4, ..., ат — tam tikri skaliarai. 
Kvadra::nė skaičių (ar kitokių matematinių objektų) lentelė 


203 dis *"*' Ain 


Q də ^ * ' og 


e@ ë ó s 8 ó @ 9 8 a ó 


Чт Ana ** Чт 


vadinama kvadratine matrica, o tos lentelės skaičiai — matricos elementais. 
Kvadratinė matrica, sudaryta iš и eilučių (ir п stulpelių). vadinama n-osios 
eilės kvadratine matrica. 

Remiantis šiais apibrėžimais, tiesinės transformacijos < skaitinė cha- 
rakteristika yra n-osios eilės kvadratinė matrica A. Ji vadinama tiesinės 
transformacijos Æ matrica bazėje u,, Ч», ..., Up. 

Nurodysime šio paragrafo pavyzdžiuose nagrinėtų tiesinių transforma- 
ciju matricas. 
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1. Vektorinės erdvės nuline transformacija O kiekvienas tos erdvės 
vektorius yra atvaizduojamas į nulinį vektorių. Vadinasi, n-matés vekto- 
rinės erdvės bet kurios bazės u,, u,, ..., „vektorių vaizdai irgi būs nuliniai 
vektoriai: u,0 =@, u,0—0, ..., 0,0 =0. Kadangi 0=0u,+0u;+-..+ 
+ Ou,, tai nulinės transformacijos О matrica bet kurioje bazėje yra 


BU о... Q 
... 0 

o-[ 5.0 US 
0 Desr 


Matrica О vadinama nuline matrica. 

2. Vektorinės erdvės vieneiine transformacija pavadinome tiesinę 
transformaciją Z, kuria kiekvienas tos erd és vektorius atvaizduojamas į 
ji patį. Pažymėję nagrinėjamos vektorinės crdvės bazę u,, Us, ..., U,, £2U- 
name: u,ó —u,, UÊ =U, ..., U, —u,. Iš čia išplaukia, kad vienetinės 
transformacijos ó matrica bet kurioje bazéje yra 


1 0...0 
n s.a: 
"t | 0 | 
0 Ор 
nes и, = 00, +... РО; +10, +00,,,+...+-00, (/—1, 2, .... n). 


Matrica Е vadinama vienetine matrica. 

3. Plokštumos vektorių erdvės centrinė simetrija 7 iaško O atžvilgiu 
aprašoma lygybe (cu+ dv) / = —(cu-- dv); čia c ir d — bet kokie realieji 
skaičiai, o u ir v — tcs erdvės ortozonalioji bazė (vektorių и ir v pradžia 
yra taškas О). Remiantis transformacijos Z apibrėžimų, us = —u, vo = 
= — ү. Kadangi —и=(—1)и-+0у, --v=O0u+(—1)v, tai transformacijos 


— ] 0 
< matrica bazėje и, v yra 4-( 0 | ) 


4. Jei u, v — plokštumos vektorių erdvės ortogonalioji bazė, tai tos 
erdvės ašinė simetrija 7 ašies ú atžvilgiu aprašoma lygybe (со + dv) = 
=cu— dv, kurioje c ir d — bet kokie realieji skaičiai. Iš čia išplaukia, kad 


us =u, v. = — v. Todėl transformacijos М matrica bazėje u, у уга А = 
l 0 
-(; zh nes u=1u4+0v, —v=0u4+(- Пу. 


5. Panašumo transformacija 7 kiekvienas plokštumos vektorius w 
yra atvaizduojamas į vektorių w.Z= kw; čia k — panašumo koeficientas. 
Jei u, v — plokštumos vektorių erdvės bazė, tai u£ =ku=ku+0v, v. = 
= ку= 00 + kv. Todėl panašumo transformacija 4 bazėje u, v turi šitokią 


T" С ;) 
matrica: А= ог): 
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6. Plokštumos ištempimas dviem tarpusavyje priešingomis kryptimis 
yra tiesinė transformacija .Z, kurią galima aprašyti lygybe (cu + dv).Z = 
=(кс)и +dv; čia и, v— plokštumos vektorių erdvės ortogonalioji bazė, 
k — konkretus, o c ir d — bet kokie realieji skaičiai. Iš jos randame: 
uZ=ku=ku4+0v, væ =v=0u+1v. Todėl tempimo transformacijos 


0 I 
7. Plokštumos vektorių erdvės skersinį poslinkį .% ortogonaliojoje 
bazėje u, v galima aprašyti šitokia lygybe: (au--bv)s/ —(a-r kb)yu-- bv; 
čia k — konkretus, o a ir b — bet kokie realieji skaičiai. I$ pastarosios 
lygybės išplaukia, jog ug =u= 10 +07, v% —ku-- v=ku+ 1v. Todėl sker- 


k 0 
matrica bazėje u, v yra šitokia: A -( ) 


| 


8. Plokštumos vektorių erdvės posūkis kampu o prieš laikrodžio ro- 
dyklę apie tos erdvės vektorių bendrą pradžią O yra tiesinė transformacija 
-. Parinkus kokią nors plokštumos vektorių erdvės ortogonaligja bazę 
u, v, tą transformaciją galima aprašyti šitokiomis lygybėmis: 


/1 0 
sinio poslinkio .Z matrica bazėje а, v уга 4 = ( k ) 


u./-—ucosqo-vsin Ф, 
vof = u ( — sin @) + Y cos Ф 


cosp Sing 


(18 pav.). Todél 4-( ) уга plokštumos posūkio 5 kam- 
—sino  coso 


pu 9 apie tašką О matrica bazėje u, v. 


18 pav. 


9. Tarkime, kad u, v — plokštumos vektorių erdvės ortogonalioji 
bazė. Plokštumos vektorių projektavimas į ašį u yra tos erdvės tiesinė 
transformacija 4, apibrėžta lygybe (au + bv).Z# =au; čia а ir b — bet ko- 
kie realieji skaičiai. Kadangi u% =u=1u+0v, v% =0=0u+0v, tai A= 

l 0 | 
mum, уга plokštumos vektorių projektavimo 5 į ašį и matrica ba- 
zéje u, V. 


3C 


Uždaviniai 


1. Įrodykite, kad racionaliosios vektorinės erdvės О,[х] transformacija .07, apibrėž- 
ta lygybe (вах ах) = a,--2agx (а, а}, аз — bet kokie racionalieji skaičiai), 
yra tiesinė, ir raskite jos matricą bazėje 1, x, х*. 

0 0 0 

Ats. $ 1 0 017. 


0 2.0 
2. Įrodykite, kad aritmetinės erdvės R* transformacija .o, apibrėžta lygybe (a, b, 
с, d) «f —(b, a, a+c, — d), kurioje a, b, c, d — bet kokie realieji skaičiai, yra tiesinė, 
ir raskite jos matricą bazėje (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1). 


0 1 1 0 
Ars. 1 0 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 -1/ 


3. Kokia plokštumos vektorių erdvės tiesinė transformacija aprašoma matrica 
0 1 rere Y 
Ë x ortogonaliojoje bazéje u, v? 


Ats. Ašinė simetrija kampo tarp vektorių и, v pusiaukampinės atžvilgiu. | 
4. Plokštumos vektorių erdvės tiesinė transformacija 57 ortogonaliojoje bazėje 


о, у aprašoma, matrica " b | Raskite skaičius a ir b, kai (u+v é —u— v. 


Ats. a=0, b= —4. 
5. Racionaliosios vektorinės erdvės Ох] tiesinės transformacijos „gf matrica bazė- 


1 0 
je 1, 1+х, (1+х) yra А=| -1 0 1 ]. Raskite vektorių (1+х-+х?) 9. 
2 —2 ] 


Ats. 2— x. 


$6. Ar galima sudėti dvi taisykles? 


Jau įpratome atlikti veiksmus su kai kuriais ne skaitinės prigimties ob- 
jektais. Mokame sudėti jėgas ir vektorius, sudėti ir dauginti daugianarius. 
Tačiau kam lygi dviejų taisyklių suma ar sandauga, iš karto nepasakytume: 
labai jau neįprasti objektai, su kuriais reikia atlikti veiksmus. O žinoti 
reikėtų, nes svarbiausias algebros uždavinys yra veiksmų su įvairiais ob- 
jektais nagrinėjimas. 

Taisyklių sudėtį ir daugybą paminėjome neatsitiktinai. Mat kiekviena 
tiesinė transformacija yra tam tikra taisyklė. Taigi nagrinėti tiesinės trans- 
formacijas, neaptarus jų veiksmų, — nusižengimas algebrai. 

Mokydamiesi analizės pradmenų, susipažinote su kai kuriomis skaiti- 
nėmis funkcijomis: tiesinėmis, kvadratinėmis, rodiklinėmis ir kt. Jos irgi 
yra taisyklės, kuriomis kiekvienam realiajam skaičiui priskiriami vienin- 
teliai realieji skaičiai. Kadangi tiesinė transformacija yra vektorinio argu- 
mento funkcija, įgyjanti vektorines reikšmes, tai natūralu būtų sieti tiesinių 
transformacijų veiksmus su tų funkcijų reikšmių veiksmais. Tiesinės 
transformacijos reikšmės yra vektoriai, su kuriais galima atlikti sudėties 
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ir daugybos iš skaičių veiksmus. Todėl tiesinių transformacijų sudėtį bei 
jų daugyba iš skaičių apibrėšime šitaip. 

Vektorinės erdvės tiesinių transformacijų £ ir B suma vadinama tos 
erdvės transformacija «f + 2, apibrėžta lygybe 


v(Z+3)=W4+wW43; (1) 


čia w — bet kuris vektorinės erdvės vektorius. 

Vektorinės erdvės tiesinės transformacijos Z ir skaliaro c sandauga va- 
dinama tos erdvės transformacija с, tenkinanti su kiekvienu vektorinės 
erdvės vektoriumi w lygybe 


w (c o£) = c (w 4). (2) 


[3tirsune, ar transformacijos tiesiškumo savybė yra „paveldima“, t. у. 
ar tiesinių transformacijų suma bei tiesinės transformacijos ir skaliaro san- 
dauga yra tiesinės transformacijos. 

1 teorema. Vektorinės erdvės tiesinių transformacijų suma yra tiesinė 
transjormacija. 

Įrodymas. Sakykime, æ ir 22 yra dvi vektorinės erdvės V tiesinės 
transformacijos. Гада su kiekviena erdvės V vektorių pora u, v ir su kiek- 
viena skaliarų рога a, D teisingos lygybės (au+6v)7=a (и) + b (v), 
(ав +bv)3=a (03) +6 (v). Remiantis (1) formule, (аи-+ bv) (Z + 3)= 
—(au--bv)sf--(au-c-bv)33. Iš čia (au+bv)(Z + 3) — a (и) 3- b (ve) + 
+a (ud) + b (v3). Todėl (au + bv -- Zo = a (u (£ + 2)) +b (у (s +2)). 

2 teorema. Vektorinės erdvės tiesinės transformacijos ir skaliaro 
sandauga yra tiesinė transformacija. 

Įrodymas. Jei Æ — vektorinės erdvės Г tiesinė transformacija, tai 
(au+bv). 57 =a (и.о) + Б (v£); čia в, v — bet kokie erdvės V vektoriai, о 
a, b — bet kokie skeliarai. Padavgine abi pastarosios lygybės puses iš ska- 
liaro c, gauname  c(au4- bv) = (а (us/)) + c(b(vs/)). Remiantis (2) 
formule, c (au + bv). = (au + bv) (c£), c (a vx ig =d (u (c.f) ), C (b (va)) = == 
=b (v (c£) ). Todėl (qu + bv) (сч) = a (u d )+b (v (c.f) ). 

Iš (1) ir (2) formulėmis apibrėžtų tiesinių transformacijų veiksmų dar 
neisplaukia, kokiomis savybėmis galima remtis atliekant veiksmus su tie- 
sinėmis transformacijomis. Pavyzdžiui, dar neaišku, ar galima atimtis tie- 
sinių transformacijų aibėje, ar galioja atskliautimo dėsnis tiesinės transfor- 
macijos ir dviejų skaliarų sumos sandaugai ir kt. Atsakymą i šiuos ir dau- 
gelį kitų klausimų gauname iš šitokio teiginio. 

3 teorema. Vektorinės erdvės virš skaičių kūno tiesinių transformacijų 
aibė yra vektorinė erdvė virš to paties skaičių kūno. 

Įrodymas. Iš (1) formulės ir vektorių sudėties savybių išplaukia, kad 
vektorinės erdvės dviejų tiesinių transformacijų «7 ir 23 sudėtis yra komu- 
tatvvi: Z+ = 2 + £, o trijų tos erdvės tiesinių transformacijų Z, 8 ir 
CQ sudėtis — asociatyvi: (+20) +0 = 50 +(9 +С). Nulinė transfor- 
macija O уга tiesinių transformsciju sudėties nulis. Iš tiesų su kiekvienu 
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vektorinės erdvės vektoriumi u ir su kiekviena tos erdvės tiesinė rrzasfor- 
macija s teisingos lygybės u(+7-+2)=u7 +1U0=u44+0>u3/. Todėl 
&f 4- O =. Jei c, d — du bet kokie skaliarai, и — bet koks vektorius, © 
4 — bet kokia tiesinė transformacija, tai  u((cd)Z)= (cd) (027) = 
=c (d (us7)) =c ((dū)£)=c (и (d«£)) = uú (c (49)). Iš čia (са) — c (d). 

Kad tiesinių transformacijų daugyba iš skaliarų yra distributyvi tiesi- 
nių transformacijų sudéiies atžvilgiu, isitikiname šitaip sąmprotaudaini. 
Imkime dvi bet kokias vektorinės erdvės tiesines transformacijas 7. 2 
ir bet kokį skaliarą c. Tada su kiekvienu vektorinės erdvės vektoriumi u ga- 
lime užrašyti lygybes и (с( + 2)) —c (u(s£ + 2))=c (us +09) – c (uo) + 
+c (ud) =u (cZ) +u (c2) -u(es£ +c). Iš jų išplaukia, jog с (Я + .#)= 
=c. + cZ. 

Norėdami įrodyti, kad tiesinių transformacijų daugyba iš skaliaru yra 
distributyvi ir skaliarų sudėties atžvilgiu, imkime du bet kokius зКайаги$ 
€, d ir bet kokią vektorinės erdvės tiesinę transformaciją 4. Jei u — bet 
kuris tos vektorinės erdvės vektorius, tai u ((c+d)/)=(c + d) (4.27) = 
=c (us) +а (0.27) =u (c. ) -+и (df) =и (c +49). Todėl (c + d).sZ =: c + 
+ 4.97. 

Kadang: su kiekviena vektorinės erdvės iiesinę transforraacila и su 
kiekvienu tos erdvės vektoriumi u teisingos lygybės и (1.27) = 1 (0.27) — 0.07, 
tai =£. 

Iš tiesinės transformacijos dviejų paskutinių savybių išplaukia, kad 
tiesinei transformacija: . priešinga transformacija —.4 lygi transforma- 
спа! (— I)... Iš tikro su kiekvienu vektorinės erdvės vektoriumi и gauna- 
me lygybės u(x +(— 1) ) = 2(1.97 -(— 1). ) =и (1 +(— 1)) 7 =u (0.7) = 
= 0(0.9/) =0. Kadangi vektorinės erdvės tiesinių transformacijų aibei kartu 
su bet kuriais dviem jos elementais £% ir Я priklauso suma X +(— 1)8 = 
SZ — 0, tai tiesinių transformacijų aibėje уга apibrėžta atimtis. 

Vektorinės erdvės tiesinių transformacijų aibėje tenkinamos visos vek- 
torinės erdvės aksiomos. todėl та aibė yra vektorinė erdvė. 

Tiesinių transformacijų sudėtis bei jų daugyba iš skaičių yra funkcijų 
atitinkamų veiksmų kopijos. Pagal apibrėžimą dviejų funkcijų suma va- 
dinama funkcija, kurios įgyjamos reikšmės lygios funkcijų — dėmenų 
reikšmių, ieyjamu tame pačiame iaškė, sumoms, o funkcijos ir skaičiaus 
sandauga yra funkcija, kurios įgyjamos reikšmės lygios to skaičiaus ir funk- 
cijos — dauginamojo reikšmių, įgvjamų tame pačiame taške, sandaugoms. 
Iš (1) ir (2) lygybių išplaukia, kad ta pati taisyklė tinka ir tiesinių transfor- 
macijų sumai bei tiesinės transformacijos ir skaičiaus sandaugai. Kadangi 
vektorių daugybos neapibrézéme, tai tiesinių transformaciju sandaugą 
reikės apibrėžti ne pagal funkcijų sandaugos reikšmės taisyklę. Buvo pri- 
simintas funkcijų kompozicijos apibrėžimas: funkcija A (x)=g (7) 
vadinama funkcijų f ir g kompozicija. Kompozicija A turi prasmę. kai 
funkcijos f reikšmės priklauso funkcijos g apibrėžimo sričiai. Kadangi 
vektorinė erdvė jos tiesine transformacija atvaizduojama toje erdvėje, tai 
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vektorinės erdvės tiesinių transformacijų kompoziciją visada galima su- 
daryti. Todėl buvo pasirinktas šitoks tiesinių transformacijų sandaugos 
apibrėžimas. 

Vektorinės erdvės tiesinių transformacijų 9 ir 2 sandauga vadinama 
tos erdvės transformacija AB, apibrėžta lygybe 


w (7 20) = (w sf) 28; (3) 
čia м — bet koks vektorinės erdvės vektorius. 
Kitaip sakant, vektorinės erdvės tiesinių transformacijų sandauga gau- 
nama tada, kai tos transformacijos atliekamos paeiliui. 


4 teorema. Vektorinės erdvės tiesinių transformacijų sandauga yra tie- 
sinė transformacija. 

Įrodymas. Imkime dvi bet kokias vektorinės erdvės V tiesines trans- 
formacijas .Z ir 2. Jei uir v — du bet kokie erdvės V vektoriai, o air b — 
du bet kokie skaliarai, tai (au+b6vV)Z=a (ам) Ь (v£). Todėl (aud 
+ Бу) = ((au + bv)s£ )B = (a (us) +b (vs£) 44. Kadangi ud ir vs yra 
vektorinės erdvės V vektoriai, o 2 — tiesinė transformacija, tai (а (us) + 
+b (%.3/))2 =a ((us£)88) 4 b ((v.4)2 . I$ čia ir iš (3) formulės gauname 
(au + bv) (544) =а ((us£)27) 4- b ((7)3)=a (u Gf 28)) +b (v (9 9)). 

Jau minéjome, kad kiekviena vektorinés erdvés tiesiné transformacija 
pasirinktojoje bazéje аргабота jos matrica. Tiesinés transformacijos mat- 
rica yra tarsi tos transformacijos „pasas“. Turint tiesinės transformacijos 
matricą, galima užrašyti skaičiais 105 transformacijos savybes. Tai labai 
praverčia lyginant tiesines transformacijas tarpusavyje. Aptarsime tiesinių 
transformacijų sumos, sandaugos bei tiesinės transformacijos ir skaičiaus 
sandaugos matricas. 


Sakykime, £ ir 2 yra dvi n-matés vektorinės erdvės tiesinės transfor- 
macijos. Parinkę kokią nors vektorinės erdvės bazę u,, u,, ..., u,, tiesinės 
transformacijos .Z matricą pažymėkime 


-Qı Qiz °° Čin 


A= Язу dəə Gon (4) 
ар Aną Can 
tiesinės transformacijos 4 matricą — 
b bi, b, 
B- bay bo, ` bs, (5) 
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o tiesinių transformacijų 5 ir 2 sumos “+ 2 matricą — 


‚Ла Л» КОЕ "n 


A +B Ja Jas Tus 
Jn oap a 
Remiantis tiesinės transformacijos matricos apibrėžimu, 
U Á =a U +aoəou,+...+a,u,, (6) 
u; 2 = baU + bu, 4- ... Fb, (7) 


ш (A + 2) — fi uj fius +... fuu, (i=l, 2, ..., n). 
Kadangi и; (7 + 2) = 0,97 + и, tai 
fuy-a,tb, (G, ј= 1, 2, ..., n). 
Iš čia 
сау + gth 550 Ant Pin 
аз +В apt Dog > аһ + b, 


e о о о о u о $9 о e. 9 e 9 99.5.4 о P 9? o “° е 


An + Dy an2 T бло us Ann F Onn | 


Машка А+В vadinama matricų A ir B suma. 

Taigi dviejų n-osios eilės kvadratinių matricų suma yra tos pačios ei- 
lės kvadratinė matrica, kurios elementai lygūs sudedamų matricų — dė- 
menų atitinkamų elementų sumoms. 

Dabar aptarsime n-matės vektorinės erdvės tiesinės transformacijos 
< ir skaliaro c sandaugos c matricą bazėje uj, us, ..., u,. Tarkime, kad 
šioje bazėje tiesinė transformacija .Z turi (4) matricą, о tiesinė transforma- 
cija c% — matricą 


A+B= 


ha liso uum hnn i 


Iš čia išplaukia, kad vektorių u, galima užrašyti (6) pavidalu, о vektorių 
u(c>7) — šitaip: 


u (с) =, U + Aug... AU, (1—1, 2, ..., n). 
Kadangi 
о, (c L) = c (U, £) = c (d 0 аи + ...+anxu,) = 
= (cag) и, + (са) що +... + (Cain) Un, 


4. А. Matuliauskas 4l 


tal h, = са (i, Js. pa TP n). Todėl 


са} Cü1o *** Са, 


са, Cg» nS саһ 


Matrica сА vadinama skaliaro c ir matricos A sandauga. 

Vadinasi, kvadratinės matricos ir skaliaro sandauga yra tos pačios ei- 
iės kvadratinė matrica, kurios elementai lygūs to skaliaro ir atitinkamų 
dauginamosios matricos elementų sandaugoms. 

Liko ištirti, kokia yra n-matės vektorinės erdvės dviejų tiesinių trans- 
formacijų 5 ir Z sandaugos 443 matrica. Vektorinėje erdvėje parinkime 
kokią nors bazę u,, цо, ..., u, ir tarkime, kad toje bazėje tiesinės transfor- 
macijos 5/ matrica yra (4), tiesinės transformacijos 23 — (5), o transfor- 
macijų sandaugos 74 — 


Ет 812 "77 Em 
Tada teisingos (6) ir (7) lygybės bei išraiška 
u, (2722) = gi ü, tielt... gU, (i=1, 2, ..., n). 
Kadangi 
(и, L) B = (ап о, + digg +... + ain Un) Я = 
= an (и, B) +a (U B) +... + ain (0,2) = a, (b11 uU; +6 5021... + 
+ Din U,) +a, (by üu, -- Бом. +... +b,,u,) +... Наш (5,0, + 
+ м. +... FE 5,,UA) = (аи 544 taib +... +a, бт) u + 
+ (air bio аз В+... +атб) м. +... + (ai bin +dob,, +... + 
+ ain Dan) Un, 
tai 
Za = а у + азба +... au by, 
Zia = а, Dia Ка Dos +... F din Dros 


Bin = ay bin + аб, + .-- Ба, Р, (1= 1, 25 ` ° `) n), 
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nes pagal tiesinių transformacijų sandaugos apibrėžimą и, (222) = (0,57) B 
((=1,2 ... n). Iš čia išplaukia, jog bet kurį matricos AB elementą 21; ga- 
lima apskaičiuoti iš formulės 


giai b арб, +... +а„ 2; (i ј= 1, 2, ..., n). (8) 


Kitaipisakani, matricos AB elementas g,;,, esantis i-osios eilutės ir j-ojo 
stulpelio sankirtoje, lygus sumai matricos А i-osios eilutės elementų, pa- 
daugintų iš matricos B j-ojo stulpelio atitinkamų elementų. 


d., а,, г . D a 


| 
| 
аа. | 
| 7 
LL 
| 
| 
| 
| 


fuu 
19 pav. 


Matrica AB, sudaryta iš matricų A ir В elementu sandaugų sumų, ap- 
skaičiuotų pagal (8) formulę, vadinama matricų A ir B sandauga. 

Akivaizdu, kad dviejų »-osios eilės kvadratinių matricų sandauga yra 
tos pačios eilės kvadratinė matrica. 

Iš to, kas išdėstyta, išplaukia šitokia taisyklė. 

Norint sudaryti vektorinės erdvės tiesinių transformacijų sumos, sandau- 
205 ar tiesinės transformacijos ir skaliaro sandaugos matricą, reikia nurodytą ji 
veiksmą atlikti su tų transformacijų matricomis. 

Pavyzdys. Apskaičiuosime trimatės vektorinės erdvės tiesinių transfor- 
macijų .Z ir 22 sandaugos 443 matricą bazėje u,, U, u,, kai toje bazėje 

3 


| -1 
transformacijos < matrica уга А = : 2 0 1], o transformaci- 
1—1 1 1 
l —1 4 
jos 4 matrica — В={ —! 2 wl 
\ з l 2 
Remiantis matricų sandaugos apibrėžimu, 
1 -1 3 l -1 4 
2 0 1 —] 2 —l]- 
— 1 | 1 3 1 2 


m 43 


1.1+(—1).(-10+3:3 1-(-D+(-1)-2+3-1 


= 2.1+0.(—1)+1.3 2-(—1)+0-2+1-1 
(-1)-1+1-(-1)+1-3 (-1I)-(-1)+1-21+1-1 
1:4+(-1)-(-1)+3-2 11 0 11 
2.4+0:(-1)+1:2 |=>[ 5 -1 10]. 
(—-1)-4+1-(-1)+1-2 l 4 —3 
Uzdaviniai 


1. Plokštumos vektorių erdvės tiesinės transformacijos 2/7 matrica bazėje и, v yra 


2 -—1 Aer Ж А | " ; 
4=| I, o tiesinės transformacijos 29 matrica toje pačioje bazėje yra B= 


3 2 
-[ E É. ) Raskite transformacijos .Z2# matricą bazėje u, v. 


7 7 
Ats. G E 


2. Racionaliosios vektorinės erdvės О, [х] tiesinės transformacijos o matrica ba- 


1 
zéje 1, x, x° ута А = | 2 —2 1 ) ‚ O tiesinės transformacijos 44 matrica toje pačioje 
0 -2 3 
1 1 2 
bazėje yra B-| —3 2 —1 |. Raskite transformacijos + matricą bazėje 
0 -1 —2/ 


|, x; xš. 


4 2 2 
Ats. | —1 0 O |]. 
| 0 —3 1 
З. Tiesinių transformacijų .Z ir 22 matricos bazėje u,, us, us yra atitinkamai lygios 


3 10 1 1] 3 
^ —4 1 1]ir e —] 0 a). Raskite transformacijos (—3). +28 


—3 —2 0/ — 2% — 314,1 
matricą bazėje u,, и», us. 
—13 —1 6 
Ats. 10 —3 1 |. 
5 0 2 


4. Plokštumos vektorių erdvės ištempimą А karių į abi ortogonaliosios bazės u, v 
vektoriaus и puses lygiagrečiai vektoriui y pažymėkime „g/, o tos erdvės projektavimą 
į ašį v pažymėkime 3. Raskite transformacijos .9/ £9 matricą bazėje u, v. 


0 0 
Ats. p Ai 


5. Racionaliosios vektorinės erdvės О.[х] tiesinė transformacija s yra apibrėžta 
lygybe f(A —f'(x); čia f(x) — bet kuris vektorinės erdvės О,[х] vektorius. Raskite 
transformacijos ef? matricą bazėje 1, x, x2. 


000 
45.1000). 
200 
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87. Vektorinés erdvés invariantai 


Lotyniškos kilmės žodis invariantas reiškia „nesikeičiantis“. Paprastai 
tuo žodžiu pabrėžiama, kad vieno dydžio įgyjamos reikšmės nepriklauso 
nuo kito dydžio kitimo. Matematikai vieną procesą vadina invariantišku 
kito proceso atžvilgiu, kai pastarasis neturi įtakos pirmajam. Kad tokių 
procesų esama, pastebėta dar gilioje senovėje. Pakanka prisiminti šmaikštų 
senovės išminčių posakį „Šuo loja, o karavanas keliauja toliau“. „Moks- 
liškai“ galėtume pasakyti, kad „karavano judėjimas yra invariantiškas 
šuns balso atžvilgiu“. 

Kai matematikai pradėjo domėtis vektorinės erdvės invariantais, ki- 
lo klausimas, ką reikėtų laikyti „šuniu“, o ką — „karavanu“. Kitaip sa- 
kant, reikėjo rasti du „procesus“, kurių vienas kistų nepriklausomai nuo 
kito. „Šuns“ vaidmuo teko tiesinei transformacijai, o „karavano“ — vek- 
toriui. Pagal apibrėžimą vektorius tiesine transformacija atvaizduojamas į 
tam tikrą vektorių. Atskiru atveju vektoriaus vaizdas gali sutapti su juo 
pačiu. Vektorių, sutampančių su savo vaizdais, suma bei vektoriaus, su- 
tampančio su savo vaizdu, ir skaliaro sandauga yra vektoriai, sutampantys 
su savo vaizdais. Todėl tokių vektorių aibė yra poerdvis. Būtent toks po- 
erdvis ir buvo pasirinktas „karavanu“. Atsisakius reikalavimo, kad kiek- 
vienas vektorius sutaptų su savo vaizdu, imta nagrinėti poerdvius, kurių 
visi vektoriai tiesine transformacija atvaizduojami į tų pačių poerdvių 
vektorius. 

Vektorinės erdvės poerdvis vadinamas invariantišku tos erdvės tiesinės 
transformacijos atžvilgiu, kai poerdvio kiekvieno vektoriaus vaizdas priklau- 
so tam poerdviui. 


Pavyzdys. Kintamojo x ne aukštesnio kaip 1-ојо laipsnio daugianariai 
su racionaliaisiais koeficientais sudaro racionaliosios vektorinės erdvės 
О, [x] poerdvį L. Priskyrę kiekvienam daugianariui a, +a,x+a,x* su ra- 
cionaliaisiais koeficientais daugianarį a, + 24,x, gausime vektorinės erdvės 
О, [x] transformaciją £ (daugianarių diferencijavimo taisyklę). Iš 5 pa- 
ragrafo 1 uždavinio išplaukia, jog £ yra tiesinė transformacija. Bet kuris 
poerdvio L vektorius 4, ах transformacija »£ atvaizduojamas į skaičių 
a,. Kadangi a, < L, tai poerdvis L yra invariantiškas tiesinės transforma- 
cijos £ atžvilgiu. 

Jei Я — vektorinės erdvės tiesinė transformacija, tai tos erdvės poaibis, 
sudarytas iš visų vektorinės erdvės vektorių vaizdų, vadinamas transforma- 
cijos М vaizdu ir žymimas Im 4. (Im — anglų kalbos žodžio image — 
„Vaizdas“ santrumpa.) 

1 teorema. Vektorinės erdvės tiesinės transformacijos vaizdas yra po- 
erdvis, invariantiškas tos transformacijos atžvilgiu. 

Įrodymas. Vektorinės erdvės tiesinę transformaciją pažymėkime 4 
ir imkime bet kuriuos du poaibio Im X vektorius uir v. Jų pirmvaizdžių 
u, ir v, kiekviena tiesinė kombinacija au,--bv, (a, b — bet kokie ska- 
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Пага) priklauso tai erdvei, todėl (au, + bv,) У =au + bv yra poaibio [m .Z 
vektorius. Remiantis poerdvio požymiu, poaibis Im 9 yra poerdvis. 

Kad tas poerdvis invariantiškas tiesinės transformacijos 4 atžvilgiu, 
galima įsitikinti šitaip sariprotaujant. Bet kuris vektorinės erdvės tiesinės 
transformacijos «7 vaizdo vektcrius u yra tos erdvės vektorius, todėl jo 
vaizdas ux% priklauso poerdviui Im æ. Pagal transformacijos vaizdo api- 
brėžimą poerdvis Im. yra invariantiškas transformacijos .Z atžvilgiu. 

Vektorinės erdvės poaibis, sudarytas iš vektorių, atvaizdvojamy tos 
erdvės tiesine transformacija «e į nulinį vektorių O, vadinamas transforma- 
cijos £ branduoliu ir žymimas Ker X. (Ker — anglų kalbos žodžio ker- 
nel — „branduolys“ santrumpa.) 

2 teorema, Vektorinės erdvės tiesinės transformacijos branduolys уға 
poerdvis, invariantiškas tos transformacijos atžvilgiu. 

Įrodymas. Sakykime, u ir v — du bet kokie vektorinės erdvės tiesi- 
nės transformacijos «4 branduolio Ker.» vektoriai. Tada и = v.c — 0. 
Kadangi transformacija 7 yra tiesinė, tai su kiekviena skaliarų pora а, 
b teisinga lygybė (au+>6v).Z=a (0.27) + b (v7). Todėl (аи + Бух = a0 + 
+60=0+0=0. Iš čia išplaukia, jog qu + bv yra branduolio Ker «/ vekto- 
rius. Vadinasi, poaibis Ker = vra poerdvis. 

Norėdami įrodyti, kad branduolys Ker.» yra invarianiiškas tiesinės 
transformacijos .% atžvilgiu, imkime bet kurį jo vektorių u. Pagal vransfor- 
macijos branduolio apibrėžimą us = 0. Kadangi 0.27 = 0, tai (и.о). = 6.9 = 
=0. Todėl branduolys Ker 44 yra invariantiškas transformacijos s at- 
Žvilgiu. 

Remiantis poerdvių invariantiškumu, galima suprastinti vektorinės 
erdvės tiesinės transformacijos matricą. Be abejo, matrica yra tuo papras- 
tesnė, kuo daugiau ji turi nulinių elementų. (Tuo jūs įsitikinote iš matricų 
daugybos pavyzdžių.) Todėl stengiamasi sudaryu tokią vektorinės erdvės 
bazę, kurioje tiesinės transformacijos matrica turėtų kuo daugiau nulinių 
elementų. Tą padaryti labai paprasta, kai bazės vektorių posistemio tie- 
sinis apvalkas yra invariantiškas tiesinės transformacijos atžvilgiu. 

Sakykime, n-matės vektorinės erdvės bazės u,, и,, ..., u, (n> 1) vekto- 
riu posistemio u,, us, ..., 0, (1 <k< n) tiesinis apvalkas L (u,, u,, ..., Up) 
yra invariantiškas tos erdvės tiesinės transformacijos 7 atžvilgiu. Tada su 
tam tikrais skaliarais a;;, tenkinančiais sąlygą a;;—0, kai i x k, j> К (i, j= 
=1, 2, ..., n), teisingos lygybės 


u, Z = a), u; + s. + а1к U,, 


ee E 0° 5 oe ü@8 , 9 0 0 0 @ 50909 
u. = а +... Бак, 
UQ. if = 0,110 +... Бак, к takt, къ ШБ 0,44, пи, 


u, S = A, ú, + ов + анк Uk + ал, кт Мана + e o в + ânn U. 
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Iš čia išplaukia, jog tiesinės transformacijos ./ matrica bazėje uy, us, ..., 
u, yra šitokia: 


4 11 е Aik 0 0 j 
ак . ` Gkk 0 . 0 
A= 
Яръі, з 777 Әръ к Gk+1,k+1 ^77 (ha d, n: 
\ а "tt Ank An, к+1 tt Я 


Ypač paprasta tiesinės transformacijos matrica yra tada, kai vektori- 
nės erdvės bazę galima suskirstyti į du vektorių posistemius, kurių tiesiniai 
apvalkai invariantiški tos transformacijos atžvilgiu. Jei, pavyzdžiui, n-ma- 
tės vektorinės erdvės bazė u,, u,, ..., и, yra sąjunga dviejų posistemių u,, ..., 
u, ir 1, ... U,, kurių tiesiniai apvalkai L (u,, .... uj), L (Миа .... 
u,) invariantiški tos crdvės tiesinės transformacijos 5 atžvilgiu, tai bazės 
vektorių vaizdus galima užrašyti šitaip: 


U, S -—0,,U, +... +aku, 

9 @ ° ° o ооо G @ o o oo o о ое 

UL —0,4,U +... +, Uu, 
Ш S = 4,44, каа ка o Oui п. 
°@ e. ° e © @ @ e e ° o9 e o o o >è ọ 9v Ò o Ọ 
Ин f = d, к+1 Чин: + ... + ал U,. 


Todėl tiesinės transformacijos 4 matrica bazėje u,, U>, ..., u, yra 


0 pes 0 Ak+1,k+1 77 Чел 


e 0 9 © ë 9 0€ G 6 9 e 0 4) o ùo оо °P @ © Ld 


. 0 оф 0 G, k+1 e o o llin 


Iš pastarosios išraiškos išplaukia, kad vietoj vektorinės erdvės tiesinės 
transformacijos galima nagrinėti dviejų tiesinių apvalkų tiesines transfor- 
macijas. Kitaip sakant, vektorinės erdvės tiesinę transformaciją galima ap- 
rašyti dviem „mažesnėmis“ transformacijomis. 


47 


Uždaviniai 
1. Aritmetinės erdvės R* tiesinė transformacija „gf apibrėžta lygybe 
(a, b, c, d) Я =(а+с, b—d, 2a—3c, 3b+2d); 
čia a, b, c, d — bet kokie realieji skaičiai. Raskite transformacijos s matricą bazėje 


e; —(1, 0, 0, 0), е, =(0, 0, 1, 0), е, = (0, 1, 0, 0), e,= (0, 0, 0, 1) ir įrodykite, kad tiesiniai 
apvalkai L (e, ез) іг L (es, e,) yra invariantiški tiesinės transformacijos „f atžvilgiu. 
1 2 оо 


0 0 13 
0 0 —i 2 


2. Įrodykite, kad aritmetinės erdvės R* vektorių sistemos u,=(1, —1, 2, 0), и, = 
—(0, —1,2,0) tiesinis apvalkas L (u,, и.) yra invariantiškas tos erdvės tiesinės transfor- 
macijos 4, apibrėžtos lygybe 


(a, b, C, d) Z = (a+ 2b +c, 3b +c, — 4b —c, d) 


(a, b, c, d — bet kokie realieji skaičiai), atžvilgiu. 
3. Raskite visus aritmetinės erdvės Rí poerdvius, invariantiškus tiesinės transfor- 
macijos . atžvilgiu, kai ta transformacija yra apibrėžta lygybe 


(a, b, c, d) £ =(a+b+c, c, b, d); 


€ia (a, b, c, d) — bet kuris erdvés R* vektorius. 

Ats. Aritmetinés erdvės Rt poerdviai, invariantiški ticsinés transformacijos «ў 
atžvilgiu, yra L (е, ез, ез, €4), L (ei, ег, ез), L (е. — es, e4), L (e; — es), L (ei, е, — €5), L (ex, 
_ €), L (e), L (e), {0}; čia e,=(1, 0, 0, 0), е. = (0, I, 0, 0), es= (0, 0, I, 0), е, = 
=(0, 0, 0, 1). 

4. Raskite aritmetinės aerdvés R* tiesinės transformacijos „£, apibrėžtos lygybe 
(a, b, c, d — bet kokie realieji skaičiai) (a, b, c, D =(a—-b-c-d, a-c+d, b+c-— d, 
2a—c—d), branduolį. 

Ats. Ticsinés transformacijos .of branduolį sudaro vektoriai (2d, —2а, 3d, d); čia 
d — bet koks realusis skaičius. 

S. Racionaliosios vektorinės erdvės О, [x] tiesinė transformacija „£ apibrėžta ly- 
gybe f(x —f'(x); čia f(x) — bet kuris vektorinės erdvės О. [x] vektorius. Raskite 
transformacijos . vaizdą ir branduolį. 

Ats. 10,07 = О, [x], Kers = Q. 


88. Koks vektorius „laimingas“? 


Taupomosios kasos priima išlošiamuosius indėlius, už kuriuos palū- 
kanos išmokamos kaip loterijos laimėjimai. Dukart per metus vykstan- 
čiuose tiražuose galima laimėti sumas, sudarančias nuo 259, iki 2009, 
indėlio. Kai indėlininkui nusišypso laimė — 2005, indėlio sudarantis lai- 
mėjimas, jo indėlis padidėja du kartus ir pasidaro lygus trigubam pradi- 
niam indėliui. Panašių dalykų pasitaiko іг vektorinėse erdvėse, tik „laimin- 
gieji indėliai“ čia vadinami kitaip. 

Vektorinės erdvės nenulinis vektorius w vadinamas tos erdvės tiesinės 
transformacijos s£ tikriniu vektoriumi, kai su tam tikru skaliaru Í teisinga 
lygybė 

wf = [w. 


Skaliaras 1 vadinamas tikrinio vektoriaus w tikrine reikšme. 
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Jei vektorinės erdvės tiesinę transformaciją «X laikytume tiražu, tai tik- 
Tinis vektorius w būtų to tiražo „laimingasis indėlis“, nes po tiražo jis pasi- 
daro lygus /-gubam pradiniam indėliui w. Skirtingai nuo taupomųjų kasų 
indėlių, kur laimingaisiais laikomi tik dukart padidėję indėliai, tikrinio 
vektoriaus tikrinė reikšmė / gali būti teigiama, neigiama ar net lygi 0. 

Tikrinės reikšmės ir tikrinio vektoriaus sąvokas iliustruosime plokštu- 
mos vektorių erdvės tiesinėmis transformacijomis. 


1. Jei £ — panašumo transformacija, kurios panašumo koeficientas 
lygus k, tai su kiekvienu plokštumos vektoriumi м teisinga lygybė м. = 
= kw. Vadinasi, kiekvienas nenulinis plokštumos vektorius w yra tikrinis, 
o jo tikrinė reikšmė lygi k. 

2. Plokštumos vektorių posūkiu .Z kampu + (0 <% < 27) apie jų bendrą 
pradžią O nenulinis vektorius atvaizduojamas į jam kolinearų vektorių 
tik tada, kai g =0 arba o =x. Vadinasi, tik su šiomis o reikšmėmis gaunami 
transformacijos «7 tikriniai vektoriai. Kai о —0, tikrinė reikšmė lygi 1, o 
kai с=п, tikrinė reikšmė lygi — 1. 

3. Sakykime, . yra ašinė simetrija plokštumos vektorių ortogonalio- 
sios bazės u, v ašies u atžvilgiu. Ta transformacija į sau kolinearius vekto- 
rius atvaizduojami tie ir tik tie vektoriai, kurie priklauso tiesei Ou, einan- 
čiai per vektorių u, arba tiesei Oc, cinanciai per vektorių v. Vadinasi, bet 
kuris nenulinis tų tiesių vektorius yra transformacijos 5 tikrinis vektorius. 
Tiesės Ou tikrinių vektorių tikrinė reikšmė lygi 1, o tiesės Oo tikrinių vek- 
torių tikrinė reikšmė lygi — l. 

4. Raide = pažymėkime plokštumos vektorių projektavimą | ortogo- 
naliosios bazės u, v ašį u. Vektoriai, kolinearūs savo vaizdams, turi pri- 
klausyti tiesei Ou, einančiai per vektorių и, arba tiesei Ôv, einančiai per 
vektorių v. Todėl transformacijos .Z tikriniai vektoriai yra visi nenuli- 
niai minėtųjų tiesių vektoriai. Tiesés Ou tikrinių vektorių tikrinė reikšmė 
lygi 1, o tiesės Оо tikrinių vektorių tikrinė reikšmė lygi 0. 

Aptarsime svarbiausias tikrinių vektorių savybes. Kad būtų papras- 
čiau, nagrinėsime tik plokštumos vektorių erdvės tiesines transformaci- 
jas. Tačiau teoremos, kurias čia įrodysime, tinka kiekvienai n-matei vek- 
torinei erdvei. 

а 


0 b ) vadinama diagonaline (15- 


2-osios eilés kvadratiné matrica ( 
triZainine). 
Diagonaliné matrica yra viena iš paprasčiausių matricų, пез bent pusė 


jos elementų lygūs 0. Nulinė ir vienetinė matricos yra diagonalinės mat- 
ricos. 


1 teorema. Plokštumos vektorių erdvės tiesinės transformacijos mat- 
rica yra diagonalinė tada ir tik tada, kai vektorinės erdvės bazė sudaryta 
iš tos transformacijos tikrinių vektorių. 
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Įrodyinas. Sakykime, plokštumos vektorių erdvės tiesinė transfor- 
/a ON 
macija 27 bazėje и, v turi diagonalinę matricą D = ( 0 b J , kurios ele- 


mentai a, b — tam tikri realieji skaičiai. Remiantis transformacijos ma- 
tricos apibrėžimų, u% —au, v% —bv. Kadangi bazės vektoriai уга ne- 
nuliniai, tai jie yra tiesinės transformacijos s tikriniai vektoriai, kurių 
tikrinės reikšmės atitinkamai lygios a ir b. 

Dabar tarkime, kad plokštumos vektorių erdvės bazė sudaryta iš tos 
erdvės tiesinės transformacijos æ tikrinių vektorių м, w,. Pažymėję tų 
vektorių tikrines reikšmes atitinkamai /,, /,, gauname dvi lygybės w% = 
= 1,31, wo /—lw, Kadangi /A,w,-—/,w,-F0w,, Lw,=0w,+I,w,, tai tie- 


L 0 
sinés transformacijos »£ matrica bazėje w,, м. yra Á = ( о | ) 
2 


2 teorema. Jei plokštumos vektorių erdvės tiesinės transformacijos 
Z tikriniai vektoriai му, W, turi nelygias tikrines reikšmes, tai vektorių 
sistema W,, W, yra tiesiškai nepriklausoma. 

Įrodymas. Pažymėkime tikrinių vektorių w,, w, tikrines reikšmes 
atitinkamai А, /, (I, # 1). Tada w =W, м =lW,. Jei vektorių sis- 
tema w,, w, būtų tiesiškai priklausoma, tai galėtume sudaryti nuliniam 
vektoriui lygią jos vektorių tiesinę kombinaciją su realiaisiais koeficien- 
tais X4, X3: 

X, W, + X, w. = 0, (1) 


kurios bent vienas koeficientas, pavyzdžiui х., būtų nelygus 0. Pritaike 
pastarajai lygybei tiesinę transformaciją s, gauname м! (w,sf)- 
4- Xg(Wo.57) = 0, arba 


Xi (5 Wi) + x, (L, w,) = 0. (2) 


Iš (1) ir (2) formulių išplaukia lygybė х, (м) 2 x, ([5м.), kurią galima už- 
rašyti ir šitaip: х, (/4,—/,)w,20. Kadangi I, – /,5:0, м, = 0, tai turi būti 
х.=0. Pastaroji lygybė prieštarauja įrodymo prielaidai, todėl vektorių 
sistema W,, W, yra tiesiškai nepriklausoma. 

Pagal 1 teoremą plokštumos vektorių erdvės tiesinės transformacijos 
matrica yra diagonalinė tik tada, kai erdvės bazę sudaro tos transformaci- 
jos tikriniai vektoriai. Todėl, norėdami suteikti tiesinės transformacijos 
matricai diagonalinę formą, turime parinkti bazę iš tos transformacijos 
tikrinių vektorių. Bet kaip rasti tuos vektorius? 


Čia kyla dar vienas klausimas. Kadangi bazės vektorių sistema tiesiš- 
kai nepriklausoma, tai neaišku, ar kiekviena tikrinių vektorių pora bus 
bazė. Pagal 2 teoremą tiesinės transformacijos skirtingų tikrinių reikšmių 
tikrinių vektorių pora yra tiesiškai nepriklausoma. Taigi tokia tikrinių 
vektorių pora bus plokštumos vektorių erdvės bazė. Tik kol kas neaišku, 
kaip tuos vektorius rasti. Pirmiausia aptarsime dvi naujas sąvokas. 
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ы Е án aie. е е 4 . . 
Kvadratinés matricos 4 -( charakteristine lygtimi vadi- 
Qa 2 


nama kvadratinė lygtis 
(aa — Z) (83a — Z)— аа = 0. (3) 


Matricos charakteristinės lygties šaknys vadinamos tos matricos charak- 
teristinėmis šaknimis. 

3 teorema. Realusis skaičius yra plokštumos vektorių erdvės tiesinės 
transformacijos tikrinio vektoriaus tikrinė reikšmė tada ir til: tada, kai 
Jis yra tos transformacijos matricos charakteristinė šaknis. 

Įrodymas. Tarkime, kad u, v — plokštumos vektorių erdvės bazė, 

о | T ду di2 
kurioje tos erdvės tiesinės transformacijos 4 matrica yra .4 =~ ( 


Tada 


As, ap / 


uZ=a uda vy, У —qu5, ú+ dos V. 
Jei plokštumos vektorius 
W = X) Ú + X, Y (4) 
yra transformacijos o tikrinis vektorius, o skaičius / — jo tikrinė reikšmė 
tai wx ir 
w.o? = [м. (5) 
Įrašę į šią lygybę vektoriaus w (4) išraišką, gauname 
X (u L) + x, (V AZ) = I (x, Uu + xov), 
arba 
X; (аа + ajo V) + x, (а ü + aoo Y) = [ (x, u) + Í (x, v). 
Iš čia 
(X1 411 + X2 51) и + (X1 A12 + Xs A22) V = (Ix,) ü + (Ix) v. 


Kadangi kiekvienas vektorius bazės vektorių tiesine kombinacija užrašo- 
mas vienareikšmiškai, tai 
| ау X1 t aa Хә = xy, (6) 


| ау X1 + Я оо Хо =] Ixs. 


Vadinasi, tikrinio vektoriaus w koordinatės x,, x, bazėje и, v turi tenkin- 
ti (6) tiesinių lygčių sistemą, kurią galima užrašyti dar ir šitaip: 


(7) 
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| (an — D) x + a,, x, = 0, 
Q1» Xi T C = Г) X» = 0. 


Tikrinis vektorius w yra nenulinis, todėl bent viena iš jo koordinačių 
xi, X, nelygi 0. Apibrėžtumo dėlei laikydami х, 30, (7) lygčių sistemą 
pertvarkome į šitokią: 
| ((au – Г) (435 — I) — 41551) x; =0, 
ал X1 + (053 — l|) x, = 0. 
Iš pastarosios lygčių sistemos išplaukia lygybė 


(an — I) (а 2—1) — arxa, = 0, (8) 
nes x,:40. Vadinasi. tikrinė reikšmė / yra tiesinės transformacijos .»f 
matricos A charakteristinė šaknis. 

Dabar tarkime, kad realusis skaičius / yra matricos A charakteristinė 
šaknis. Tada teisinga (8) lygybė. Pritaikę ją (7) lygčių sistemai, įsitikin- 
tume, jog tos sistemos viena lygtis sutampa su kitos lygties ir tam tikro 
realiojo skaičiaus k sandauga. Iš tiesų, jei (а. —1)a5, #0, tai 

аба — I) = (а — las, = k. 

Todėl (7) lygčių sistema galima užrašyti šitaip: 
| (an — 1) м + az х = 0, 
k Cm pM D) x, + ka,, X2 = 0, 
Каі a,,—/=a,,=0, pirmoji (7) sistemos lygtis virsta tokia: 
Ох, + Ox, = 0. 
Kadangi 02,, = 0 (a,, — 1) 20, tai galima imti А =0. Vadinasi, 
| 0a,, x, + 0 (45, — ) хь = 0, 
13 X, + (а — D) x3 = 0 
yra ieškomojo pavidalo (7) lygčių sistema. Tarus, kad a,,—/20, о a;,= 
—0, iš (8) formulės išplauktų lygybė a,,—/=0. Tada (7) sistemos antroji 
lygtis būtų lygi jos pirmosios lygties ir skaičiaus k=a,;/(4,, — Г) sandaugai. 
Todėl šįkart (7) lygčių sistemos išraiška būtų šitokia: 
J (а — 1) х, + 0х, = 0, 
| k (aa — Do + k0x, — 0. 
Panašiai pertvarkoma (7) lygčių sistema ir tuo atveju, kai а, —/—0, а, # 
#0. Vadinasi, (7) lygčių sistemos viena lygtis visada yra kitos lygties ir 


tam tikro skaičiaus sandauga. Tai reiškia, kad (7) lygčių sistema ekviva- 
lenti vienai jos lygčiai. Apibrėžtumo dėlei laikysime, kad ta lygtis yra 


(d, — D) x, + a, X» = 0. 
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Kaip pirmojo laipsnio lygtis su dviem kintamaisiais, ji turi bent viena 
nenulinį sprendinį, kurį Zymékime x,=c;,, x4—c5 (c, ir c, — tam tikri 
realieji skaičiai). Remiantis lygčių ekvivalentumo apibrėžimu, tas spren- 
dinys tenkins (7) lygčių sistemą. Vadinasi, bus teisingos dvi lygybės (а,, — 
—De,-Fd,,€520 ir d,5,0,4-(d55— l) c,=0, kurias galima užrašyti šitaip: 


d11 €, + az C5 = ІС, 015€, + App Ca =». 


Iš pastarųjų lygybiu išplaukia, jog plokštumos vektorius и; = c4u-- csv 
tenkina lygybes 


w, .@% = c, (0.07) + c, (v .#)= с, (ана + a,s Y) + c, (аа + ау) = 
= (C4 а. 1 + Са) U + (с, a, + с, а) Y = (161) u + (lca) v = 1 (cu + с, У) = Lw,. 


Kadangi vektorius w,, kaip bazės vektorių tiesinė kombinacija su bent 
vienu nelygiu 0 koeficientu, yra nenulinis, tai jis yra tiesinės transformaci- 
jos æ tikrinis vektorius, kurio tikrinė reikšmė lygi /. 

Iš 3 teoremos ir jos įrodymo išplaukia ir tikrinių vektorių radimo tai- 
syklė. 

Norint rasti plokštumos vektorių erdvės tiesinės transformacijos 
tikrinius vektorius, reikia spręsti tos transformacijos matricos kurioje nors 
bazėje charakteristinę lygtį; kiekviena jos šaknis I yra transformacijos 9 
tikrinė reikšmė; bet kuris nenulinis (7) lygčių sistemos sprendinys уға tikri- 
nę reikšmę I atitinkančio tikrinio vektoriaus koordinačių eilutė minėtoje 
bazėje. 

Pavyzdys. Rasime plokštumos vektorių erdvės tiesinės transformaci- 
jos 4, apibrėžtos bazėje u, v lygybėmis 


п. = —3u+ 8%, у. = —2u- 5v, 


tikrines reiksmes ir tikrinius vektorius. 
Sprendimas. Jei А yra tiesinės transformacijos s matrica bazėje 
— 3 
u, V, tai A= 
+ 
tis yra (—3 —z)(5—z)4-16—0. Iš аа 22—22+1=0, arba (z—1)ž=0. 
Vadinasi, z=1 — vienintelė tiesinės transformacijos .Z tikrinė reikšmė. 
Įrašę ta reikšmę į (7) formulę, gauname tiesinių lygčių sistemą 
| — 4x, — 2x, = 0, (9) 
8x, + 4х. = 0. 
Abi tos sistemos lygtys yra tarpusavyje ekvivalenčios, todėl spresime tik 
pirmąją. Iš jos randame x,— —2x,. Vadinasi, su kiekvienu realiuoju skai- 
čiumi c kintamųjų reikšmių рога x; =c, x= — 2с yra (9) lygčių sistemos 
sprendinys. Iš čia išplaukia, jog visi tiesinės transformacijos «7 tikriniai 
vektoriai w gaunami suteikus išraiškos w=c (u— 2v) daugikliui с visas 
realiąsias nenulines reikšmes. 


„ Remiantis (3) formule, jos charakteristinė lyg- 
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Uždaviniai 


1. Plokštumos vektorių erdvės tiesinė transformacija „47 apibrėžta bazėje и, v lygy- 
bėmis 
u.of—u--5v, vf = —u-—v. 
Raskite transformacijos á tikrines reikšmes ir tikrinius vektorius. 


Ats. Transformacija „5 neturi tikrinių reikšmių (taigi ir tikrinių vektorių). 
2. Plokštumos vektorių erdvės tiesinės transformacijos „ý matrica bazėje и, у yra 
1 —2 I " ; а ze 
4=| > 3 Jo tiesinės transformacija % matrica toje pačioje bazėje yra B= 


5 d 3 1 "P- Ы . А . 5 . а . 
-( 1 1 } Raskite transformacijos 7 + tikrines reikšmes ir tikrinius vektorius. 


Ats. 1=1, w=c (3u— 5v); /=3, w-c(u—v); čia c — bet koks nelygus 0 realusis 
skaičius. 
3. Plokštumos vektorių erdvės tiesinė transformacija „07 bazėje u, v apibrėžta lygy- 
bėmis 
us —2u-—v, v.» = —9u-4 v. 
Su kokiomis a ir b reikšmėmis vektorius w=au+ bv yra transformacijos .of tikrinis 
vektorius, kurio tikrinė reikšmė lygi 5? 
Ats. a= —3c, b=c; čia с — bet koks nelygus 0 realusis skaičius. 
4. Raskite plokštumos vektorių erdvės bazę, kurioje tos erdvės tiesinė transfor- 
macija „4, apibrėžta bazėje и, v lygybémis 
ucf--—2u-v*, 07 = 60+ 37, 


turi diagonaline matricą. 
Ats. Viena iš tokių bazių уга w,= —6u +v, w,—ud v. 
5. Plokštumos vektorių erdvės tiesinės transformacijos „7 matrica bazėje u, v yra 


4-[ : E, „Kurie iš vektorių а= —2u+ 2v, b= —2u--v, c= —2u--3v yra trans- 


formacijos „f tikriniai vektoriai? 
Ats. a ir b. 


59. Kai vektoriaus ilgis lygus jo vaizdo ilgiui 


Vektorinės erdvės tiesinių transformacijų savybes išvedėme iš tiesinės 
transformacijos apibrėžimo ir vektorių sudėties bei jų daugybos iš skalia- 
rų taisyklių. Plokštumos vektorių erdvėje yra apibrėžtas dar vienas veiks- 
mas — vektorių skaliarinė daugyba. Koks jos poveikis plokštumos vekto- 
riy erdvės tiesinei transformacijai? 

Mėginsime atsakyti į šį klausimą. 

Pirmiausia priminsime, kad dviejų nenulinių plokštumos vektorių ska- 
liarine sandauga vadinama jų ilgių sandauga, padauginta iš kampo tarp 
tų vektorių kosinuso. Nulinio vektoriaus ir bet kokio plokštumos vekto- 
riaus skaliarinę sandauga laikomas 0. Vektorių u ir v skaliarinė sandauga 
žymima ü. v. Todėl nenulinių plokštumos vektorių u ir v skaliarinę sandau- 
gą galima užrašyti šitaip: 

о у= |а | |у | соѕ Ф; 


čia ф — kampo tarp vektorių u ir v didumas. 
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Iš skaliarinės sandaugos apibrėžimo išplaukia, kad 
u-v=v-u, (1) 


kai uir v — bet kokie plokštumos vektoriai. Kiekvieną plokštumos vek- 
torių trejetą u, v ir w sieja lygybė 


(u4- v)-w—u-w-v-w. (2) 


Be to, su kiekvienu realiuoju skaičiumi c ir su kiekviena plokštumos vek- 
torių pora и, v teisinga lygybė 


(cu): у= c (0и · v). (3) 


Pagaliau 
и-и > 0, (4) 


kai u — bet koks nenulinis plokštumos vektorius. Kadangi uu=|u| | и | х 
x cos 0=| u į?, tai vektoriaus u ilgį galima apskaičiuoti iš formulės 


iui = Ги: и. (5) 


Plokštumos vektorių erdvės tiesinė transformacija vadinama ortogona- 
liąja, kai kiekvieno tos erdvės vektoriaus ilgis lygus jo vaizdo ilgiui. 

Kitaip sakant, plokšiumos vektorių erdvės tiesinė transformacija 
Q vadinama ortogonaliąja tada ir tik tada, kai su kiekvienu tos erdvės 
vektoriumi u teisinga lygybė 


uQ-uQ-u-u. (6) 


Plokštumos vektorių erdvės posūkis apie bendrą visų vektorių pradžią, 
centrinė simetrija bei ašinė simetrija vieno ortogonaliosios bazės vekto- 
riaus atžvilgiu yra ortogonaliosios transformacijos, 

Įrodysime ortogonaliosios transformacijos požymį. 

1 teorema. Plokšiumos vektorių erdvės tiesinė transformacija sf yra 
ortogonali tada ir tik tada, kai bet kurių dviejų plokštumos vektorių 
skaliarinė sandauga lygi jų vaizdų skaliarinei sandaugai. 

Įrodymas. Jei £ — plokštumos vektorių erdvės ortogonalioji trans- 
formacija, tai w.Z-w.Z =ww, kai w — bet koks plokštumos vektorius. 
Todėl su kiekviena plokštumos vektorių pora u, v teisingos lygybės 
us :us/—u-u, vs :"vo£—v-: v, (uc v) -(u+v) Z=(u+v)-(u+v). 
Remiantis skaliarinės daugybos (1) ir (2) savybėmis bei transforma- 
cijos „4 apibrėžimu, paskutinės lygybės kairiąją pusę galima taip užra- 
šyti: 


(u + v). - (u + V) 5 = (u.Z + v .#): (и + Y f) = 
=u. : u. + u. : v.Z + v. - ú. у - v Z = 
—u:uc-u£-vof-uc-:vof-v:v-u:ucr2Z(usX-:vo)--v-v. 
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Kadangi 
(0+ у): (0+ У) = 0: 0+0: УТУО НУУ 0-0 0-9-0 У-У У = 
=u-u+2(u-v) +У-У, 
tai 
u-u+2(u7-v7)+v-v=u-0+2(u-vV)+v-v, 


arba 
u.c v. —u-'v. (7) 


Atvirkščias teiginys akivaizdus: jei kiekviena plokštumos vektorių po- 
ra u, v tenkina (7) lygybę, tai tą lygybę tenkins ir vektorių pora u, v—u. 
Todėl (6) lygybė yra (7) lygybės išvada. 

Plokštumos vektorių erdvės ortogonalioji bazė vadinama ortonormuotą ja, 
kai abu jos vektoriai yra vienetiniai. 

Ortonormuotąją bazę žymėsime е,, е,. Ortonormuotosios bazės vek- 
torių skaliarinė daugyba aprašoma šitokiomis formulėmis: 


e,*6,=6;:6,=1, ej:€;—e;:e, = 0. (8) 


911 2 


Matrica A= Í ) vadinama ortogonaliq ja, 'kai jos sandauga 


а а» 


а а» "n : 10 
su matrica 4^ H ) lygi vienctinei matrical ғ-( | 


dy 2» 0 I 
Matrica АТ vadinama matricos A transponuotąja matrica. 
Pasirėmę šiuo apibrėžimu, ortogonaliąja matrica vadinsime kiekvieną 
kvadratinę matricą, kurios sandauga su transponuoíaja matrica lygi viene- 


x — 1 
tinei matricai. Stai keli ortogonaliųjų matricų pavyzdžiai: ) 


1 0 
ew 1 
px nr. ies 
\ 0 —1 —Ssing cosg р 
2 teorema. Plokstumos vektorių erdvės оповопайой transformacija 
ortonormuotojoje bazėje turi ortogonalią ја matricą. 
Įrodymas. Sakykime, e,, e; — plokštumos vektorių erdvės ortonor- 
Га: а 


muotoji bazė, o A E ) — ortogonaliosios transformacijos Q ma- 


doi Go) 
trica toje bazéje. Tada teisingos !ygybes 
eQ =а:1е, +416, e,;Q = a, €; + asses. 
Remiantis (1)—(3) bei (8) formulémis, 
e 0 :е О =ан+41, e@Q:ejQ =а a, 
e Q -eQ = eQ e, Q =a, 421 * ааз. 
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Kadangi 
e,Q-e,Q =е е = 1, е0 -е,0 =е,-е, = 1, 
e Q eQ =e; е, = 0, 
tai 


du Tal = Gu t G= 1, anan + 545, — 0. (9) 


Iš čia išplaukia 
дат (n a) ( а ME 
ат Az22/ \ 15 Qo 


( a4 + di pr dica | 
051031 +4591 а + 055 


„0 I 
Vadinasi, A yra ortogonalioji matrica. 

3 teorema. Plokšiumos vektorių erdvės ortogonalioji transformacija 
yra arba posūkis apie visų vektorių bendrą pradžią, arba ašinė simetrija at- 
žvilgiu tiesės, einančios per tą pradžią. 

Įrodymas. Tarkime, kad О yra plokštumos vektorių erdvės orto- 
gonalioji transformacija. Pažymėję jos matricą ortonormuotojoje bazėje 


. ај 039 
€i, е, raide А -( 


, gauname 447 — E, nes pagal 2 teorema orto- 
а (59 


gonaliosios transformacijos matrica ortonormuotojoje bazéje yra ortogo- 
nali. Iš čia išplaukia, jog matricos A elementus sieja (9) lygybės. Remdamie- 
si dviem pirmosiomis iš tų lygybių, matricos A elementus galime žymėti 
šitaip: 
qn = COS ф, 015 = 510 Фф, а. = cos, а, = іф (0<Ęp<Y< 22). (10) 
Tada (9) formulių trečioji lygybė virsta tokia: 
COS p COS ( + sin g sin Ч = 0. 

Iš čia gauname cos (y —9)-- 0. Kadangi 0 <Ú —o < 2=, tai 9 —@ —7/2 агра 
jJ —9 —37/2. 

Pirmuoju atveju ф=Фф +п7/2, todėl a,,—cos (o +7/2)= —sin o, az= 
= sin (o +7/2) — cos ф. Įrašę šias reikšmes į (10) formule, gauname šitokią 


matricos A išraišką: 
cosp sing 
Е 4-4, 
—sing cosg 


Pastarąja matrica ortonormuotojoje bazėje aprašomas plokštumos vekto- 
rių erdvės posūkis kampu « apie bendrą visų vektorių pradžią (žr. 5 para- 
grafo 9 pavyzdį). 


5. A. Matuliauskas 5% 


Dabar tarkime, kad —59 = 3п/2. Tada ф=о+3к/2. I$ čia a,,= 
=cos (о --3r/2)—sin o, a;,=sin (Ф + 37/2) = —cos o. Tas reikšmes įrašę 
į (10) formules, gausime šitokią transformacijos matricos А išraišką: 


P" ( Cos p sin 9 ) | 
sing  —cosog 
Kadangi pastarosios matricos charakteristinė lygtis 
(cos p — 2) (— cos p — z) — sin? p = 0 


yra ekvivalenti lygčiai 22 — 1 —0, tai transformacija Q turi dvi tikrines reikš- 


mes: 2;=1 ir z,= —1. Pažymėję tų tikrinių reikšmių tikrinius vektorius 
atitinkamai: w, ir w,, gauname 
wO =V, WQ = — Wo. (11) 


Tiesinės transformacijos tikriniai vektoriai, atitinkantys skirtingas tikrines 
reikšmes, sudaro tiesiškai nepriklausomą sistemą. Todėl tikrinių vektorių 
рога w,, W, yra plokštumos vektorių erdvės bazė. Iš čia išplaukia, jog kiek- 
vieną plokštumos vektorių u galima užrašyti tikrinių vektorių э, Ww, tie- 
sine kombinacija зи realiaisiais koeficientais: u=c,w,+c;w,. Remiantis 
(11) formulėmis, 


uQ = с, (wi Q) + c, (w, Q) = ci Wi — c> Wo. 


Pastaroji lygybė rodo, kad transformacija Q yra ašinė simetrija ašies W, 
atžvilgiu (20 pav.). 


20 pav. 


Uždaviniai 


3 —5 
1. Apskaičiuokite matricų sandaugą АТВ, kai a={ B. " ,B -( 1 3 J: 
7] —9 
Ats. [ ) 2 ): 
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2. Kurios i$ matricu 


„106 -08) pò% E) „1( V2 -V2 \ 
"los o6] "ios aP ^2VX-y2 узу 
ута ortogonalios? 


Ats. A ir С. 
3. Tiesinė transformacija 2,07 ortonormuotojoje bazėje e, e, apibrėžta lygybėmis 


e, (2 <)=V3 e,—e, е, (2.57) =е, + Va ез. 


Įrodykite, kad transformacija .@ уга ortogonali. 
4. Plok&tumos vektorių erdvės tiesinės transformacijos .of matrica bazėje а, v уга 


ú „0 і ini а . . . .. > 
4=| i E. } Raskite bazę, kurioje transformacija 5 yra ašinė simetrija vieno pa- 


starosios bazės vektoriaus atžvilgiu. 
Ats. Pavyzdžiui, w,=u+3v, w= —3u+ v. 


SP — | ( а V 312 
5. Su kokiomis a Ir b reik&mémis matrica И уга ortogo- 
\- 03/2 b 
nali? 


Ats. a=b= + 1/2. 


$10. „Taisyklingoji“ transformacija 


Viena iš taisyklingosios figūros savybių yra jos simetriškumas. Visos 
taisyklingosios figūros (lygiakraštis trikampis, kvadratas, apskritimas, ku- 
bas, taisyklingoji piramidė ir t. t.) turi simetrijos ašį, o kai kurios iš jų (kvad- 
ratas, apskritimas, kubas) — ir simetrijos centrą. Tuo tarpu visiems gerai 
pažįstamas lygiagretainis nėra taisyklingoji figūra, nes neturi simetrijos ašies. 
Taigi peršasi mintis, kad taisyklinga gali būti tik „simetriška“ transforma- 
cija. Kokia transformacija laikytina simetriška? Tai nėra labai paprastas 
klausimas. Juk transformacija — ne figūra: jos nenubraižysi, neišmatuosi 
kraštinių ilgio ar kampų didumo. Ką gi daryti? Ir vėl prisiminkime tiesi- 
nės transformacijos „pasą“, kuris, kaip žinome, yra kvadratinė skaičių 
lentelė. Tą lentelę galime užrašyti, galime tarpusavyje palyginti jos elemen- 
tus, apibrėžti elementų simetriškumą kitų elementų atžvilgiu. Todėl tiesi- 
nės transformacijos simetriškumo požymį siesime su tos transformacijos 
matrica, tiksliau su kokia nors matricos simetriškumo savybe. 


Gi 1} 


) vadinama simetrinė, kai jos elemen- 
а d» 


Kvadratiné matrica ( 


tus sieja lygybė a,,—a;,. 

Prisiminę transponuotosios matricos apibrėžimą, galime sakyti, kad si- 
metrinė matrica — tai matrica, lygi savo transponuotajai matricai. Pavyz- 
T 2 -3\ [0 0 — Į 

dZiui, : ; 
—3 5/'NO 2/ 4 
Ištirsime, ar yra tiesinių transformacijų, turinčių simetrinę matricą ku- 
rioje nors bazėje. Remdamiesi 5 paragrafo 4 teorema, galime sudaryti 
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4 
yra simetrinés matricos. 


plokštumos vektorių erdvės transformaciją »/, kuria tos erdvės ortonor- 
muotoji bazė u, v keičiama pasirinktąja plokštumos vektorių pora a, b. 
Kai a=a,,u+a,,v, b=a,,U+a;,v, transformacijos .Z matrica bazėje u, v 


? \ 


: ап G ; ; . : D 
lygi A -( } Jei ау =а,;, tai Matrica А уга simetrinė. Tada“ 
а Q22 | 


уга plokštumos vektorių erdvės tiesinė transformacija, turinti simetrinę 
matricą ortonormuotojoje bazėje. Vadinasi, visada galima sudaryti plokš- 
tumos vektorių erdvės tiesinę transformaciją, kurios matrica ortonor- 
muotojoje bazėje yra simetrinė. Aptarsime tokias tiesines transformacijas 
smulkiau. 

Plokštumos vektorių erdvės tiesinė transformacija O vadinama simetrine, 
kai su kiekviena tos erdvės vektorių pora u, v teisinga lygybė 


uO-v-—u-vo. (1) 


Plokštumos vektorių erdvės panašumo transformacija bei tos erdvės 
vektorių projektavimas į ašį, einančią per ortogonaliosios bazės vektorių, 
yra simetrinės transformacijos. Simetrinės transformacijos „giminystė“ su 
simetrine Matrica įrodoma šitaip. 

1 teorema. Plokštumos vektorių erdvės simetrinė transformacija (ir 
tik ji) turi simetrinę matricą kiekvienoje tos erdvės ortonormuotojoje bazėje. 

Įrodymas. Sakykime, e}, e; yra plokštumos vektorių erdvės ortonor- 


" "I "— M " | Я11 dis N 
muotoji bazė, Š — tos erdvės simetrinė transformacija. Jei А = ( — 
ао Co», 
tos transformacijos matrica bazėje €}, ез, tai. 
е © =аце + 41е, €, 0 = a, + A3, €b. (2) 


Padauginę skaliariškai abi pirmosios lygybės puses iš dešinės iš vektoriaus 
е,, о abi antrosios lygybės puses — 1$ kairės iš vektoriaus e,, gauname 
еб + е, = 0116 ° € + dig ез, ее, = 05167 €l + dg € * €. 
Remiantis ortonormuotosios bazės apibrėžimų, е, · е =е, · e,—], 
e, 'e,=0. Todėl 
@ Q. e,=a, ее — dg. 

Kadangi Š yra simetrinė transformacija, tai 

e,O-e,—e- eO. 
Iš čia išplaukia 45,—4,5. Todėl A — simetrinė matrica. 


Dabar tarkime, kad plokštumos vektorių erdvės tiesinės transforma- 


" Су Cie "P - | 
cijos C Matrica C = ( : = ) ortonormMuotojoje bazėje e,, e, уга simet- 
21 RU. 


rinč:i €,5,—0€5,. Tada teisingos lygybės 


€ C = cu + се, e, = Ce) + Cos 0. 
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Jei и=х.е, +X2€ ir у= уе, -у,е, — du bet kokie plokštumos vektoriai, 
tai 


u C = xy (е ©) + x; (e C) = xi (сле, + 015 65) + Xo (C21 €1 + Сое) = 
= (x1 C11 + XC) €1 (X4 C15 + X2 C22) ёз, 
УС = у, (e, C) + y» (е, C)= y; (C11 €1 + Cig €2) + Ja (Сол @ + Coo ©) = 
= (5 C11 + Ур Co1) ё + О C12 + Уз Cos) ёз. 
Iš čia 
u - УС = Xi (J1 Cn + У» Col) + X> (Улс + 2 Са} = 
= Х1 T Х1 Уз Сэ F X2 V1 C19 + Xo Vo C39; 
u C - Y= (х, Cn + X293) Ya + (X1 C12 + X2 Cos) Уз = 
= X1 Y1 С11 + Х2 У! C21 + X; Уз C12 + X2 Va Сәг. 


Kadangi c,5—05,, tai uO - v=u - vC. Vadinasi, C yra simetrinė trans- 
formacija. 

Konstruojant plokštumos vektorių erdvės ortogonaliąją bazę, labai 
praverčia tokia simetrinės transformacijos tikrinių vektorių savybė. 

2 teorema. Plokštumos vektorių erdvės simetrinės transformacijos 
skirtingų tikrinių reikšmių tikriniai vektoriai yra tarpusavyje statmeni. 

Įrodymas. Sakykime, w, ir w, — plokštumos vektorių erdvės simet- 
rinės transformacijos S skirtingų tikrinių reikšmių А ir /; tikriniai vekto- 
riai. Tada 


wo = I) Vi, wo =]; Ws. 


Padauginę pirmosios lygybės abi puses skaliariškai iš vektoriaus w, iš de- 
šinės, o antrosios — iš vektoriaus w, iš kairės, gausime 


Ом. = l, Wi ` Wo W; ° W. Ó = w; ° Í, Wo. 


Kadangi ó — simetrinė transformacija, tai w,9 > w,—w, * w,9. Iš čia 
I, (Wi w,)—l; (w, ` w,), arba (/,—/,) (w,*: w,)=0. Pagal prielaidą /,— 
—1,*0, todėl w, : w,=0. Dviejų nenuliniu plokštumos vektorių skalia- 
rinė sandauga lygi O tik tada, kai kampas tarp tų vektorių lygus 90?. Vadi- 
nasi, w, ir w, yra tarpusavyje statmeni vektoriai. 

Simetrinė transformacija iš kitų plokštumos vektorių erdvės tiesinių 
transformacijų išsiskiria dar ir šitokia savybe. 

3 teorema. Iš plokštumos vektorių erdvės simetrinés transformacijos 
O tikrinių vektorių visada galima sukonstruoti tos erdvės ortogonalią ją 
bazę. 

Įrodymas. Plokštumos vektorių erdvėje parinkime ortonormuotąją 
bazę e}, e, ir tarkime, kad simetrinės transformacijos Š matrica toje ba- 
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2 а ајә 
Zėje уга А = 
Яз ә» | " ! 
todėl a,,=a,,. Jei a= a,,=0, tai teorema teisinga, nes tada e, ir e, yra 
transformacijos J tikriniai vektoriai. Todėl įrodinėdami laikysime а; = 


— (1$ 0. 
Kadangi matrica A simetrinė, tai jos charakteristinę lygtį 


). Remiantis 1 teorema, 4 yra simetrinë matrica, 


(an — Z) (а — 2) — 41545; = 0 
galima užrašyti šitaip: 
Z? — (a11 +422) Z + 01 Az; — di» =0. 
Iš tos lygties diskriminanto išraiškos 
D — (a1 + а)? — ai а + 4а? = (aj; — а)? + 4а, 


ir prielaidos а, 50 išplaukia, jog р> 0. Vadinasi, matrica А turi dvi skir- 
tingas charakteristines šaknis, kurios yra simetrinės transformacijos © tik- 
rinės reikšmės. Pagal 8 paragrafo 2 teoremą tas reikšmes atitinkančių trans- 
formacijos ó tikrinių vektorių pora yra tiesiškai nepriklausoma ir todėl 
ji sudaro plokštumos vektorių erdvės bazę. Remiantis 2 teorema, ta bazė 
yra ortogonali. 

Išvada. Plokštumos vektorių erdvėje galima parinkti ortonormuotą ją 
baze, kurioje tos erdvės simetrinės transformacijos Š matrica yra diagona- 
linė. . 
Irodymas. Pritaike 3 teorema, plokštumos vektoriu erdvéje konst- 
ruojame ortogonaliaja bazę iš simetrinės transformacijos © tikrinių vek- 
torių w,, W. Pagal 8 paragrafo 1 teoremą transformacijos o matrica toje 
bazėje yra diagonalinė. Jei м — simetrinės transformacijos G tikrinės 
reikšmės / tikrinis vektorius: wo =/w, tai vienetinis vektorius e=w/: м | 
irgi yra transformacijos © tos pačios tikrinės reikšmės tikrinis vektorius. 
Iš tiesų 


еб = (м/и |) © —-(1/ wj) wo -(1/;/wD/w-l(w/iwi)-Ie, 


Todėl vektorių pora e, —w,/| w, |, e;—ws/| W | sudaro plokštumos vek- 
torių erdvės ortonormuotąją bazę, kurioje transformacijos c) matrica yra 
diagonalinė. 

Pavyzdys. Plokštumos vektorių erdvės simetrinės transformacijos © 


5/3 A I. 
| asime 
"A2 2/3 ë 
ortonormuotąją bazę, kurioje transformacijos O matrica уга diagonalinė. 
Sprendimas. Sudarome matricos A charakteristinę lygtį 


(5/3 —2) QJ3 — z) — 4/9 = 0, 


matrica ortonormuotojoje bazėje e,, e; yra А -( 
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Atlike nurodytus veiksmus, gauname 
322 — 72+2=0. 


Todėl z=2 и 2= 1/3 yra simetrinés transformacijos O dvi tikrinės reikšmės. 
Tų reikšmių tikriniai vektoriai randami iš tokios tiesinių lygčių sistemos: 

| (5/3 — 2) х, + 2/3x, = 0, 4 
\ 2/3 + 2/3—2) x, = 0. (3) 
Įrašę į ją 2=2, gauname 


I — 1/3x, + 2/3x, = 0, 
2|3x1— 4/3x,= 0. 
Vienas i$ nenulinių pastarosios sistemos sprendinių yra x,=2, x,=1. To- 


dėl w, =2e, +ë, — transformacijos © tikrinės reikšmės z = 2 tikrinis vek- 
torius. Kadangi to vektoriaus ilgis lygus 


Iw | = Иж! м. =V 4+1=И 5, 


tai transformacijos G tikrinės reikšmės z —2 vienetinis tikrinis vektorius 
yra ei =2/V 5e, + 1/V 5e;. 
Panašiai randame ir antrąjį transformacijos O vienetinį tikrinį vektorių. 
Iš (3) lygčių sistemos, kai z=1/3 gauname sistemą 
4[3x, + 2/3x,= 0, 
| 2/3x, + 1/3x,= 0. 


21 pav. 
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Ją tenkina nenuliné realiųjų skaičių pora x,=1, x;= —2. Todėl w,= e, — 
—2e, yra transformacijos 6 tikrinės reikšmės z=1/3 tikrinis vektorius. 
Apskaičiuojame vektoriaus w, ilgį: 


w. |= V ww V 1+4=И 5. 
Padaliję iš jo vektorių w,, gauname transformacijos © antrąjį vienetinį 
tikrinį vektorių е, = 1/|/ 5e, — 2/|/ 5e,. Jo tikrinė reikšmė lygi z= 1/3, to- 
2 0 


dėl transformacijos с matrica ortonormuotojoje bazėje ej, е yra (; » J 
Ü 1 


Vadinasi, ta transformacija yra plokštumos ištempimas 2 kartus į abi pu- 
ses nuo ašies e; vektoriui ej lygiagrečia kryptimi ir tos plokštumos suspau- 
dimas 3 kartus prie ašies e; vektoriui e; lygiagrečia kryptimi. 21 paveiksle 
pavaizduota, ką gausime iš krokodilo, pritaikę jam transformaciją c. 


Uždaviniai 


1. Įrodykite, kad dviejų 2-osios eilės simetrinių matricų sandauga yra simetrinė 
matrica. 


2 : 5\. 1 2 | 

2. Su kokia a reikšme matricų 4= (1 ES ir B=| Е " sandauga yra sime- 
triné matrica? 

Ats. a= —6. 

3. Plokštumos vektorių erdvės simetrinė transformacija cj bazėje и, v apibrėž- 
ta lygybėmis 

ucg=2u-4v, vc = —– 40 + 87. 

Sudarykite tos erdvės bazę, kurioje transformacijos cj matrica уга diagonalinė. 

Ats. Viena iš bazių yra м. =24-+у, w,=u- 2v. 

4. Plokštumos vektorių erdvės tiesinės transformacijos 27 matrica bazėje и, у yra 


4=| | E , O e= —u-c 4y, e,=u-—3v — tos erdvės ortonormuotoji bazė. Įrody- 


kite, kad оў — simetrinė transformacija. 

5. Plokštumos vektorių erdvės simetrinés transformacijos cj tikrinė reikšmė lygi 
—1. Raskite tos erdvės ortonormuotosios bazės ej, e, vektoriaus e, vaizdą, kai ejcj = 
= 8е, — бе,. 

Ats. ес) = — бе, + 3e4. 


$11. Kokia kreivės lygtis geriausia? 


Gamtos fakulteto studentė laikė zoologijos egzaminą. Profesorius, 
parodęs kelias paukščių iškamšas, paprašė, kad studentė atpažintų pauk$- 
čius iš jų uodegų. Toji keliskart suklydo ir teisindamasi pasakė, jog пејта- 
noma atpažinti paukščio nematant jo galvos. 

— Tikras zoologas turi pažinti paukštį ir iš uodegos, — tarė profeso- 
rius ir jau norėjo egzaminų žiniaraštyje rašyti dvejetą. Bet studentė buvo 
vikresnė: čiupo nuo stalo studijų knygelę ir — pro duris. Profesorius vos 
spėjo šuktelti: 
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— Kokia Jūsų pavardė?! 

Nuo auditorijos durų aiskriejo: 

— Reikia pažinti iš nugaros! 

Tai — studentiški juokai. Bet klausimas, iš ko neklysdami galime 
atpažinti tą ar kitą objekią, kartais būna labai keblus. Sakysime, ar galima 
pažinti kreivę iš jos lygties ? Užrašius sudėtingesnę lygtį su dviem kintamai- 
siais, ne visada iš karto galima pasakyti, kokios tai kreivės lygtis. Tik tin- 
kamai ją pertvarkius, išryškėja svarbesnės detalės, iš kurių, kaip iš paukščio 
galvos, galima susidaryti pakankamai tikslų vaizdą. Šį teiginį pailiustruo- 
sime antrojo laipsnio lygtimi su dviem kintamaisiais. Kaip žinome, tokia 
lygtimi aprašoma 2-osios eilės kreivė plokštumoje. Kai ta kreivė turi si- 
metrijos centrą (yra simetriška tam tikro plokštumos taško atžvilgiu), ji va- 
dinama centrine kreive. Apskritimas ir hiperbolė yra centrinės 2-osios ei- 
lės kreivės. Aukštojoje matematikoje nagrinėjama dar viena centrinė 
2-osios eilės kreivė — elipsė (22 pav.). Tuo tarpu viena iš svarbiausių vidu- 
rinės mokyklos algebros kurso kreivių — parabolė yra 2-osios eilės ne- 
centrinė kreivė, nes ji neturi simetrijos centro. 


22 pav. 23 pav. 


2-osios eilės centrinė kreivė, kurios centras yra koordinačių sistemos 
xOy taške O, aprašoma šitokia lygtimi su realiaisiais koeficientais: 


ax? +2bxy+cy? =d (dz0) (1) 


(koeficientas prie skirtingų kintamųjų sandaugos xy pažymėtas 2b norint 
glausčiau užrašyti matricą, sudarytą iš tos lygties koeficientų). Pažymėkime 
e, ir e, koordinačių sistemos xOy ašių vienetinius vektorius, nukreiptus tų 
ašių teigiamosiomis kryptimis. Jie, kaip vienetinių tarpusavyje statmenų 
plokštumos vektorių pora, sudaro plokštumos vektorių erdvės ortonormuo- 
tąją bazę. Jei (x; y) — bet koks plokštumos taškas, tai r=xe, + ves yra tos 
plokštumos vektorius, kurio pradžia taške O, o galas — taške (x; y) (23 
pav.). Apibrėžkime plokštumos vektorių erdvės tiesinę transformaciją .% 
lygybėmis 


e, —ae,4 be, e, —be,-ce,. (2) 
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Kad tokia transformacija egzistuoja, išplaukia iš 5 paragrafo 4 teoremos. 
Taikydami tiesinės transformacijos savybes, apskaičiuojame vektoriaus 
r vaizdą: 


r A = x (e 9) + у (е м“) = х (ае +be,)+y(be, + се.) = 
= (ха + yb) e, + (xb + yc) ез. 


Remiantis vektorių skaliarinės daugybos savybėmis (9 paragrafo (1) — (3) 
formulėmis), 


г-га = (хе, + ye) ((ха + yb)e, + (xb + yc)e;) = 
= ха + xyb + yxb + y? c = ax? + 2bxy + су. 
Todėl (1) lygtį galima užrašyti šitaip: 
r: rof = d. (3) 
Iš (2) formulės išplaukia, kad tiesinės transformacijos 5 matrica or- 


a b 
tonormuotojoje bazėje e,, e, yra A -( у ) Pagal 10 paragrafo 1 teo- 


V b 
гета £ yra simetrinė transformacija, Vadinasi, iš jos tikrinių vektorių 
galima sudaryti plokštumos vektorių erdvės ortonormuotąją bazę ет, 
ез. Jei e; = е, e% — le, о г=х:е, + уез, tai 
r Z = x, (ej L) + ) (6.97) = х, h ei + у, ls e. 
Todėl 
гг = (хе + у её) (хе + у, 16) lxi hy, 
nes ej: e; = е-е = 1, e; · е; =0. Vadinasi, (3) lygtį galima užrašyti taip: 
lxi L, yz = d. 

Iš pastarosios, kai /, 520 ir L,=0, gauname lygtį 

х1/(411) +21410) = 1, (4) 


kuri vadinama (1) kreivés kanonine lygtimi. 

Zinant kreivés kanonine lygti, lengva nustatyti tos kreivés forma. Kai 
41, =4|1,>0, gauname apskritimą, kai d/l, > 0, 4/1,> 0 ir lh 1,, — elipsę. 
o kai /,/,« 0, — hiperbole. Kadangi (—x,)?—xj ir (—y,)*—yf, tai ej ir 
e; yra (4) lygtimi aprašytos kreivės simetrijos ašys. Kartu jrodéme, jog 
kiekviena centrinė 2-osios eilės kreivė turi dvi tarpusavyje statmenas si- 
metrijos ašis. 

Pavyzdys. Koordinačių sistemoje xOy kreivė aprašoma lygtimi 


3x? + 12xy — 2y? = 42. 
Uzra$ykime јсѕ Капопше lygtį зг nubraiZykime tą kreivę. 
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Sprendimas. Iš lygties koeficientų sudarome 2-osios eilės kvadratinę 


matricą 
3 6 
4=( 2 


Jos cbarakteristiné lygtis yra 
(3—2)(—2—2)— 36-0. 


24 pav. 
Atskliautę gauname lygtį 
2—2—42=0, 


kurios šaknys lygios 21 = —6, z,—7. Todėl nagrinėjamosios kreivės kano- 
ninė lygtis bus šitokia: 


xilC — 7) * yi/6 = 1. 


Kadangi (—7)6 = —42«0, tai pastarąja lygtimi yra aprašoma hiperbolė. 
Ta hiperbolė pavaizduota 24 paveiksle. 


Uždaviniai 


Koordinačių sistemoje хОу kreivė aprašoma lygtimi f(x, y)=@. Užrašykite jos 
kanoninę lygtį ir nustatykite kreivės forma, kai: 

1) f (x, у)= 6xy+ 8y*--9; 

2) f(x, y)55x'-c-6xyr 5y*—8; 

3) f(x, y) = 7x* - 12xy - 25? — 22; 

4) f(x, y)=8x2—4xy+ 5y* — 36; 

5) f(x, y)=x*4-8xy+ Ty* — 9. 

Ats. 1) x1/9—52—] — hiperbolé; 2) x1/44- 52-1 — elipsė; 3) xž/(—-11)+72/2=1 
— hiperbolé; 4) x?/94+yž/4=1 — elipsė; 5) x1—52/9—1 — hiperbolė. 
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Matuliauskas A. 
Маб49 Tiesinés transformacijos.— V.: Mokslas, 1987.—69,[1] p.: 
iliustr. (Matematikos m-kla; 27). 
Bibliogr.: p. 68 (9 pavad.).— Dalyk. r-klé: p. 69— [70]. 


Knygelėje populiariai supažindinama su viena svarbiausių tiesinės algeb- 
ros sąvokų —  tiesinémis transformacijomis.  Aiškinamas vektorinės erdvės 
apibrėžimas, aprašomos Paprasčiausios vektorinių erdvių ypatybės bei tų 
erdvių tiesinės transformacijos. Aptariamos vienmačių ir dvimačių Euklido 
erdvių tiesinės transformacijos, parodomas jų ryšys su kvadratinėmis matri- 
comis bei vektoriais, pateikiama šių transformacijų taikymo pavyzdžių. 
Skiriama vyresniųjų klasių moksleiviams ir matematikos mokytojams. 
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